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ANOTACIJA

St izstradne ir macibu lidzeklis (ta pirma puse) nosaukuma minéto temu apgu-
vei, ko varetu gan vairak vai mazak patstavigi lasit skoleni, gan izmantot
skolotajs. Galvenais merkis ir palidzet izprast vienkarsakos kombinatorikas
un varbitibu teorijas jedzienus un uzdevumu risinaSanas metodes, pie tam
akcentéjot analogijas un kopsakaribas starp abam temam. Tapec abu temu
radniecigie jedzieni, principi, modeli un fakti tiek apliikoti paraleli (atskiriba no
par tradicionalu kluvusas pieejas, kad vispirms kombinatorika, pec tam varbu-
tibu teorija tiek apguitas katra par sevi, un kombinatoriskas skaitiSsanas meto-
des vienigi kalpo par lidzekli varbutibu aprekinaanai). Teorijas izklasts pa-
pildinats ar lielu skaitu piemeru un vingrinajumu, kam biitu ne vien japalidz
saprast teoriju, bet a1l izstradat iemanas kombinatorikas un varbttibu teorijas
uzdevumu izpratnei un risinasanai. Ir arl uzdevumi patstavigam darbam.

Pielikumos ir pievienoti dazi komentari par attiecigo uzzinu materialu kra-
juma ” Diferenceti uzdevumi matematika”, ka ari formulu kopraditajs. Macibu
lidzeklis pasreiz vel nav gluzi pabeigts: taja nav pedejas nodalas.
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Prieksvards

Sis prieksvards domats vispirms skolotajam, lai palidzetu vinam gt prieks-
statu par macibu lidzekla saturu un raksturu. Skolenam vajadzetu pieverst
uzmanibu prieksvarda 3. un 4. punktam.

1. Kombinatorika un varbiitibu teorija, kaut mijiedarbojas, ir divas patsta-
vigas matematikas nozares, un, jadoma, arl tapec tas medz macit vairak vai
mazak neatkarigi vienu no otras, bet kombinatoriskus faktus reizi pa reizei
tikai izmanto varbuitibu aprekinasanai pec klasiskas definicijas. Tacu ele-
mentaraja limeni, kada tas apgust skola, tam abam ir daudz kopeju saskares
punktu un analogiju ari pamatkoncepcijas, un tas rada, ka zinama mera te
izpauzas vienu un to pasu ideju divejas puses. Pieminesim tikai, ka gan
kombinatorikai, gan varbuitibu teorijai ir savi saskaitiSanas un sareizinasanas
likumi, ka gan vienai, gan otrai ir savi prieksstati par izmeginajumu (izvelu) un
notikumu neatkaribu. Tapec ir verts apgut kombinatoriku un varbutibu teoriju
ne skirti, ka divus, kaut labus, kaiminus skolas matematikas programma,
un arl ne otru ka pirmas turpinajumu, bet cik vien iespejams ta, lai klutu
skaidra to radnieciba, kas veicinatu ari labaku attiecigo jautajumu izpratni. No
Sadas pozicijas raugoties sastadits Sis macibu lidzeklis, un tapec tas jauzliko
ka zinama mera eksperimentals. Tiesa, S0 pieeju autors jau izmeginajis, vaira-
kus gadus macot kombinatorikas un varbutibu teorijas elementus pirma kursa
studentiem.

Protams, ka eksperimentalais macibu lidzekla raksturs mazinas interesi par
to, tacu domajams, ka ari skolens vai skolotajs, kurs tadu vai citadu iemeslu
del to neizmantos pilniba, tomer vares taja atrast ko sev noderigu.

2.  Minesim dazas s1 macibu lidzekla ipatnibas.

Atbilstosi minetajai koncepcijai, gan kombinatorika, gan varbutibu teori-
ja izklasts tiesi vai netiesi balstas uz izmeginajuma un notikuma jedzieniem.
Par tiem parasti runa, aizsakot varbutibu teoriju, tacu tiem ir tiri kombi-
natoriska daba. Ja pierod pie Siem jedzieniem jau sakuma, velak ir vieglak
saskatit lidzigas shemas dazadu uzdevumu risinajumos, ari tad, ja vieni pec
sava rakstura ir kombinatoriski, bet citi — varbutiski.

Piemeram, macibu lidzekli izlases tiek raksturotas nevis ka kaut kadi prieks-
metu sakopojumi, kuri apmierina tadas vai citadas prasibas, bet ka atkartoti
izdaritu izvelu (jeb izmeginajumu) rezultats. Tada pieeja, protams, nav jauna,
un ir zinamas tas prieksrocibas. Pirmkart, uzsvars parvietojas no gala rezulta-
ta uz izlases tapsanas vai veidoSanas procesu, un tas atvieglo izlasu saskatisanu
uzdevumos. Otrkart, gan sakartotas un nesakartotas izlases, gan izlases ar un
bez atkartojumiem tad paradas ka radniecigi un vienlidz dabiski objekti, un
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ir izjutams arl to kopsakars. Tapec visu cetru veidu izlases macibu lidzekli iz-
tirzatas kopa — salidzinajuma, kur var redzet gan to lidzibas, gan atskiribas.
Arl realos uzdevumos nereti gadas, ka, nedaudz izmainoties nosacijumiem,
viena veida izlasu vieta paradas citadas. Tadu uzdevumu paraugi ka piemeri
atrodami ar1 Sai macibu lidzekli.

Vairaki akcenti izklasta likti, vadoties no tezes, ka kombinatorikas un varbii-
tibu teorijas kursa merkis vidusskola ir nevien iepazistinat skolenus ar noteiktu
faktu kopumu, bet ari, cik nu tas iespejams, ar atbilstoSu domasanas stilu.
Piemeram, tapec prieksroka dazadu rezultatu iegusana tiek dota kombina-
toriskam vai, attiecigi, varbuitiskam metodem, nevis tiri aritmetiskam — pat
tais nedaudzos gadijumos, kad pedejas it ka atrak un vienkarsak noved pie
rezultata (vietvietam lasitajam ir dota iespéja pasam salidzinat dazadas piee-
jas).

Tai pasa laika galvenais, ko vajadzetu iemacit, ir prasme risinat uzdevumus,
un sada prasme ne kombinatorika, ne varbiitibu teorija nedodas roka viegli.
Tapec sai macibu lidzekli ir daudz piemeru ar uzdevumu risinajumiem, bet
maz teoremu. Dazadu faktu pamatojumi lielakoties tiek ieguti (vai pat pasi
fakti atklati) piemeérotu uzdevumu risinasanas gaita. Tomeér vietam, it 1pasi
tresaja nodala, autoram nav izdevies izvairities no smagnejibas teoretiska ma-
teriala izklasta.

Macibu lidzekli netiek runats par uzdevumiem, kuros galvenais ir pareizi
izpildit aprekinus pec zinamam formulam vai algebrisku parveidojumu izdari-
Sana. Nenoliedzami, ka tadi uzdevumi ka «aprekinat Ci§ — A3;>, «atrisinat
vienadojumu A2 = 56x>, <vienkarsot n'(ﬁ + mb ir derigi un pat
vajadzigi, lai nostiprinatu atmina dazas formulas vai iestradatu dazas iemanas,
bet tie pieder pie kombinatorikas tikpat liela mera ka jautajums <«cik taispu
var novilkt caur 25 punktiem, starp kuriem nekadi tris neatrodas uz vienas
taisnes?s — pie geometrijas. Sadi uzdevumi gana liela skaita atrodami, piem.,
uzdevumu krajuma

D. Krikis, P. Zarins, V. Ziobrovskis, Diferenceti uzdevumi mate-
matika, 1, Zvaigzne ABC (tresais izd. 1996. g.).

Talak prieksvarda un arl pasa macibu lidzekli iezime DU nozime atsauci tiesi
uz So krajumu.

It 1ipasi kombinatorikas uzdevumos atbildes parasti uzradits ne skaitlisks
iznakums, bet izteiksme ar t.s. pamatskaitliem (C, A, P, C, A), kuras vertibu
aprekinot tadu skaitlisku iznakumu var dabut. Ta darits divu iemeslu del:
pirmkart, lai vel pirms tiri aritmetisku aprekinu izdarisanas risinatajam butu
iespeja novertet savas domu gaitas pareizibu, otrkart, tads atbildes izskats,
pat ja nav citu komentaru, nereti var pateikt prieksa, ka uzdevumu rekinat.
Dazkart, dazadi risinot, var iegit visai atskiriga izskata izteiksmes ar vienu un
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to pasu skaitlisko vertibu. Raksturigi sai zipa ir dazi uzdevumi otras nodalas
pedeja paragrafa.

3.  Sai punkta doti dazi noradijumi par to, kas un kur macibu lidzekli atro-
dams.

Pirma nodala ir ievads, kur ar paris piemeru palidzibu ilustretas dazas
kombinatoriku un varbutibu teoriju raksturojosas (un ari tas vienu no otras
skiroSas) idejas. Tepat var ar1 gt zinamu prieksstatu par t.s. statistisko pieeju
varbutibu definesanai; nekur talak gan par to vairs netiek runats. (Japiezime,
ka arl t.s. geometriskas varbiitibas, kas isti neiederas izméginajumu un izna-
kumu shéma, macibu lidzekli parrunatas netiek, vismaz pagaidam ne.)

Otra nodala satur minimalu materialu kombinatorika: tur izskaidroti dazi
kombinatorikas pamatprincipi, izlases jedziens, ar piemeru palidzibu atklatas
un pamatotas galvenas kombinatoriskas sakaribas, ieskaitot izlasu skaita ap-
rekinasanas formulas, un aplukota binomiala teorema (Ntutona binoma for-
mula). Piemeri kalpo arl ka ilustracijas tam, ka dazadas tipiskas situacijas
butu jadoma, lai izprastu, kas isti uzdevuma jasaskaita, un arl tam, kadas
kludas dazkart pielauj, skaitot sarezgitakas konfiguracijas. Arl pedgjais nodalas
paragrafs satur vairakus uzdevumus (tai skaita, no DU) ar atbildem un vairak
vai mazak detalizetiem noradijumiem risinaSanai.

[zmeéginajumi un notikumi tajos aplikoti tresas nodalas sakuma. Pec
iepaziSanas ar tiem mes parejam uz notikumu algebru (darbibam ar notiku-
miem), tad uz notikumu novertesanu: notikumu noverte vai nu nosakot ta ap-
jomu (labveligo izmeginajuma iznakumu skaitu), vai ta varbutibu. Apjomu
un klasisko varbiitibu Ipasibas, ieskaitot divu notikumu apvienojuma un star-
pibas, ka arl notikuma papildinajuma apjoma un varbutibas aprekinasanas
formulas izklastitas paraleli, to izmantoSana ilustréeta ar piemeriem. Tam seko
papildus materials par izméginajumiem, kuros iznakumiem var nebiuit vienadas
varbuitibas. Nodalu atkal nosledz uzdevumi ar atbildem.

Ceturtaja un, varbut, interesantakaja nodala (kura gan pagaidam macibu
lidzekli trikst), tiek pasi runats par izmeginajumiem, kuros iznakuma noteik-
Sanai jaizdara vairak neka viena izvele. Protams, jau pirmaja nodala apskatitas
izlases Isteniba ir tadu izméginajumu iznakumi, bet saja pedeja nodala paliek
tadi speciali jautajumi, kas saistas ar notikumu kombinatorisko un varbiitisko
neatkaribu un nosacitam varbttibam.

Pirmais pielikums ir macibu lidzekli apskatito kombinatorikas un varbutibu
teorijas formulu un dazu teoremu kopraditajs. Otraja pielikuma atrodami
vairaki komentari par DU otraja puseé esoSo uzzinu materialu: autoraprat,
vairakas vietas taja butu korigejamas, pirms to izmantot.
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4.  Visbeidzot, dazi noradijumi par macibu lidzekla lietosanu, un tie Soreiz
btitu janem vera vispirms skolenam.

Pirmas nodalas — ievada pirmo paragrafu vajadzetu izlasit un izpetit: ta-
lakaja teksta vairakkart bus atsauces uz to. Ari otra paragrafa uzdevumus un
vingrinajumus butu velams izpildit, kaut tas nav nepieciesami, lai varetu sekot
turpmakajam.

Ar1 pamatteksta vietvietam iestarpinati vairaki vingrinajumi. Tos vaja-
dzetu tudal pat (pirms lasit talak) izpildit, nevis atlikt uz velaku laiku, jo tie
domati lasita nostiprinasanai vai lai veicinatu ta labaku izprasanu. Lielaka dala
piemeru Isteniba ir tam pasam noliikam; daudzos gadijumos piemeru iztirza-
jums noved ar1 pie kada jauna fakta vai sagatavo lasitaju jaunam jedzienam.

Katra nodala, iznemot pirmo, sadalita paragrafos, kuru numuri (lai bitu
vieglak orienteties, skirstot macibu lidzekli) sastav no divam dalam: pirma ir
nodalas numurs, bet otra — paragrafa numurs Sai nodala (ieskatieties satura
raditajal). Vairums paragrafu talak daliti punktos, kuru numuri ir viendaligi.
Piemeri un teksta vingrinajumi katra nodala numureti no jauna un vienlaidus
cauri visiem paragrafiem; to numuri arl ir divdaligi. Norade DU, kas dazviet
atrodama piemeros vai uzdevumos, ir uz §1 prieksSvarda otraja punkta mineto
uzdevumu krajumu. Ja tada norade (ar numuru) ir pie kada uzdevuma, tad
tas nozime, ka tas ir aizpemts no §1 uzdevumu krajuma pirmas dalas desmitas
nodalas. Piem., (DU 123) nozime 123. uzdevumu $ai nodala.

5. Autors atvainojas lasitajiem par to, ka vina neuzmanibas de] vispirms
tika izplatita 81 macibu lidzekla nepilnigi izredigeta versija. Tagadgja ver-
sija ir izlabotas daudzas drukas un arl nopietnakas kludas, un ir arl vairaki
papildinajumi. Drizuma bis pieejama jauna versija ar Sobrid vel neesoSo ce-
turto nodalu.

Visi piebildumi, iebildumui un jautajumi autoram stutami uz elektronisko
adresi jc@lanet.1lv.

1999. g. 24. aprili
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1. Ievads

St ievadparagrafa noliiks ir, iztirzajot konkretus piemérus, dot prieksstatu par
to, ko un ka dara kombinatorika un varbtutibu teorija.

1.1. Dazi piemeri un secinajumi

1. Janis un Peteris spele sadu speli: abi vairakas reizes met divus speju
kaulinus; uzvarejis bus tas, kurs mazak metienos sasniegs simts punktu. Katra
atseviska metiena vinus tatad interesé uzkrituso punktu summa. Mes, verojot
speli no malas, par metiena sagaidamo summu, ko apzimeésim ar s, varam
uzdot dazada tipa jautajumus, piem., Sadus:

(1) Vai ir iespejams, ka (a) s <47 (b) s =87 (¢c) s =17 (d) s > 157

(2) Cik dazados veidos var izpildities katrs no nosacijumiem (a), (b), (c),
(d)?

(3) Cik var but dazadu metiena iznakumu, un cik dazadas summas s ir
iespejamas?

Pardomasim, ko var atbildet uz Siem jautajumiem.

(1) Acimredzamas atbildes uz apaksjautajumiem (a), (b), (¢) un (d) ir
attiecigi ja, ja, ne, ne. Tas dabtjam, apsverot, cik punktu iespejams uzmest
ar katru kaulinu atseviski, un nemot vera, ka viena kaulina uzkrituSo punktu
skaits jeb, 1sak, §1 kaulina wuzkritums nekadi neietekme otra kaulina uzkritumu.
Proti, pat zinot, cik punktu uzkritusi uz viena kaulina, mes sagaidam, ka otram
kaulinam joprojam var but jebkurs no sesiem iespejamiem uzkritumiem. Sadi
izpauzas abu kaulinu uzkritumu neatkariba vienam no otra: tiem ir iespejams
kombineties jebkura veida.

(2) Protams, par (c) un (d) atbilde ir neviena veida (jeb 0 veidos). Pardo-
majot nosacijumus (a) un (b), redzam, ka vispirms nepieciesams noskaidrot, ko
isti skaitit (kas ir ,izpildisanas veids”). Viens iespejamais precizejums ir: (a)
var izpildities trijos veidos (s = 2, s = 3 vai s = 4), bet (b) — viena veida. In-
teresantak ir par metiena iznakumu uzskatit nevis vienkarsi uzkrituso punktu
summu, bet pasus kaulinu ,uzkritumus”, kurus sakaitot, So summu dabi.
Turpmakaja paliksim pie s1 viedok]a.

Te nu jaskiro divi gadijumi.

(i) Abi kaulini ir vienadi: pec izdarita metiena nav iespejams atskirt,
kurs ir kurs.

(ii) Kaulini atskiras (pec krasas, lieluma, materiala vai citadi), vai
arl tos met vienu aiz otra (tad isteniba pietiek ar vienu kaulinu).
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Konkretibas labad norunasim, ka viens no kauliniem ir balts, otrs
— melns.

Vienadu kaulinu gadijuma ne vairak ka cetrus punktus metiena, ka prasa
nosacijums (a), var iegut ¢etros veidos: uzkrit divi vieninieki, vieninieks un
divnieks, vieninieks un trijnieks vai arl divi divnieki. Metiena iznakums te
ir divi skaitli, kas nav lielaki par 6, jeb, ka matematika medz teikt, skaitlu
paris. Divus skaitlus gan var nosaukt vai pierakstit dazada seciba, bet tas Sai
gadijuma nespele lomu.

Tos ¢etrus metiena iznakumus, kuri apmierina (a), isi pierakstisim ta:

11,1],[1,2],[1, 3], 2, 2].

Kvadratiekavas mums atgadinas, ka Sie pari ir jauztver ka nesakartoti: [1,2]
un [2,1] nozimé vienu un to pasu iznakumu. Bet tiesi astonus punktus var
iegut trejadi: [2,6], [3,5] un [4,4].

Dazadu kaulinu gadijuma arl varetu izlemt (ja nav kadu papildus speles
nosacijumu), ka ir vienalga, uz kura no kauliniem uzkrit, piem., 1, bet uz
kura — 2; citiem vardiem sakot, ignoret kaulinu atskiribas. Tad isteniba at-
griezamies pie iepriekSeja gadijuma, tapec talak pienemsim, ka tas nav vien-
alga. Lidz ar to var uzradit sesus veidus, ka metiena ieguistami ne vairak
ka cetri punkti ((a) nosacijums):

bl un m1, bl un m2, m1 un b2, bl un m3, b2 un m2, m1 un b3,

kur b nozime balto, bet m — melno kaulinu. Ja noruna, ka viena, teiksim,
balta kaulina uzkritumu vienmer pieraksta pirmo, tad arl atbildi var pierakstit
1sak:

(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2), (3,1);

Soreiz apalas iekavas atgadinas, ka pari jauztver ka sakartoti. Tiesi astoniem
punktiem ((b) nosacijums) tadi iznakumi ir pieci:

(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2).

Tikpat labi varetu norunat, ka, otradi, pirmo vienmer raksta melna kaulina
uzkritumu.

(3) Ka viegli redzet, s var but jebkurs naturals skaitlis, sakot ar 2 un
beidzot ar 12, pie tam neatkarigi no ta, vai kaulini ir vienadi vai dazadi. Sie
gadijumi gan jaskiro, atbildot uz uzdota jautajuma pirmo dalu (cik ir dazadu
metiena iznakumu). Ja kaulini ir vienadi, skaitam parus [¢,j], kur 1 < i <
J < 6; tad ir pavisam 21 iznakums. Ja kaulini dazadi, skaitam parus (¢, j), kur
1 <1,7 <6. Tadu iznakumu pavisam ir 36.



2. Tagad pardomasim citada rakstura jautajumus

(4) Cik liela ir iespeja, ka (abus kaulinus metot vienreiz) izpildisies nosaci-
jums (a) s < 4, un cik liela, ka (b) s = 8?

(5) Kuram no abiem siem nosacijumiem lielakas izredzes izpildities?

Sie jautajumi paredz, ka nosacijuma izpildisanas iespeja tiek kaut ka rak-
sturota skaitliski. Vienu tadu raksturojumu — nosacijumam labveligo izna-
kumu skaitu jau apspriedam pirmaja punkta sakara ar jautajumu (2). Tomer
tik vienkarss raksturojums ne katrreiz lauj pareizi salidzinat dazadu notikumu
Istenosanas iespejas.

Piemeram, nemot vera uz jautajumu (2) iegutas atbildes, var piedavat sadu
atbildi uz (5): ja kaulini vienadi, (a) prieksrocibu pret (b) var raksturot ka 4 : 3,
bet ja tie dazadi, §1 prieksrociba ir 6 : 5. Tas dod zinamu pamatu uzskatit, ka
gan vienadu, gan dazadu kaulinu gadijuma ticamaks ir nosacijums (a). Tacu
ka noteikt, vai (a) ir ticamaks kad kaulini vienadi vai kad tie dazadi? Viena
iespejama atbilde ir sada: vienadiem kauliniem (a) izpildas cetros gadijumos
no 21, bet dazadiem — seSos gadijumos no 36. Ta ka % > 3%, izlemjam, ka
nosacijumam (a) lielaka iespeja izpildities ir tad, kad kaulini vienadi. Velak
redzesim, vai tiesam ta ir, bet tagad apskatisim sadu ilustraciju miusu apsveru-
miem.

Janis ar Peteri pa So laiku mainijusi spéles noteikumus: uzvarejis biis
tas, kuram pirmajam metiena uzkritis punktu summa, kas neparsniedz 4 ((a)
nosacljums). Izradas, ka Janim abi kaulini ir vienadi, bet Péterim — dazadi.
Vai si spéle ir vienlidziga?

Lai labak izprastu So situaciju, iedomasimies, ka abi speletaji katrai spelei
sledz deribas par to, kur§ no abiem uzvares. Peteris ir izlasijis pedejo rind-
kopu pirms §1 vingrinajuma un uzskata, spele nav vienlidziga, proti, ka Jana
izredzes pret vipejam ir % : %, tatad nedaudz lielakas. Tapec vins pieprasa,
lai kompensacijai Janis risketu ar lielaku deribu likmi — teiksim, 24 santimi
pret 21 (jo % -21 = % -24). Vai jus Japa vieta tam piekristu?

[esim Janim paliga un izpetisim Petera priekslikumu. Uzmanigi padomajot,
cik pamatoti ir ieprieks (pirms vingrinajuma) izdaritie vertejumi, kltst skaidrs,
ka tie balstas uz visai dabisku parliecibu: visi iespejamie metiena iznakumi
ir vienadi iespejami. Si parlieciba, pareiza vai nepareiza, savukart izriet no
pienemuma, ka abi kaulini ir ,godigi” jeb simetriski un ka tatad vienlidz
varbutigi ir visi sesi katra atseviska kaulina uzkritumi. Sadas simetrijas ,,ble-
digu” kaulinu gadijuma nebus, bet pie ta atgriezisimies nedaudz velak. Pa-
gaidam tatad uzskatisim, ka kaulini patiesam simetriski.



Vel viens parlieciba balstits piepemums ir jau pirma jautajuma (1) sakara
piemineta abu kaulinu uzkritumu neatkariba: tie var kombineties katrs ar kat-
ru. Pat vairak, skiet skaidrs, ka visi sesi katra kaulina uzkritumi nevien ir
iespejami, bet arl paliek vienlidz iespejami neatkarigi no otra kaulina uzkri-
tuma. Tadejadi, nevienai no iespejamam uzkritumu kombinacijam, t.i., nevie-
nam metiena iznakumam nevajadzetu bt nekadam prieksrocibam vai ierobe-
zojumiem paradities, salidzinot ar citiem.

Tiesam, iedomasimies, ka eksperimentu — divu (Sobrid dazadu) kaulinu
mesanu atkartojam daudz reizu. Protams, meés neceram, ka pec 36 metieniem
katrs iespejamais iznakums biis paguvis Istenoties, tacu mes arl negaidam,
ka puse gadijumu bius uzkritusi abi seSnieki. Tomer garaka, teiksim, 360
metienu serija, visiem iznakumiem vajadzetu bt paradijusamies apmeram
vienadi biezi: ap 10 reizem katram. Ja arl tagad divi seSnieki bus kritusi
30 vai, otradi, 3 reizes, pamatotas biis aizdomas, ka vismaz viens no kauliniem
nav pareizs vai meSana nenotiek godigi.

Tatad visiem 36 dazadu kaulinu metiena iznakumiem ir vienada iespeja
paradities, un So iespeju var raksturot ar dalu %. Bet iespeja izpildities
nosacijumam (a) (ka s < 4), kuram, ka redzejam ieprieks, der sesi iznakumi,
ir sesreiz lielaka, un to tad raksturo skaitlis 3% jeb %, kurs rada, kadu dalu
no visiem iespejamiem iznakumiem sastada tie, kuri apmierina nosacijumu.
So skaitli medz saukt par nosacijuma (a) izpildisanas varbatibu (precizak, kla-

sisko varbutibu). Lidzigi, nosacijuma (b) (ka s = 8) izpildisanas varbutiba ir
5
%-

Tagad ieverosim, ka nosacijumam

(e) uz viena no kauliniem uzkritis viens, bet uz otra — divi punkti
ir divreiz lielaka varbiitiba izpildities neka nosacijumam
(f) uz katra kaulina uzkritis viens punkts,

jo (e) formuléjuma nav noradits, kuras krasas kaulina uzmetumam jabut 1,
kuras 2, un tapec Sim nosacijumam labveligi ir divi metiena iznakumi, kamer
nosacijumam (f) — tikai viens. Isteniba &is fakts nekadi nav saistits ar to,
ka kaulini izkrasoti, tatad ari ar to, ka tie Sobrid ir atskirigi. Nosacijumu (e)
un (f) izpildisanas iespejas neizmainas, ja mes So atskiribu nepemam vera vai,
teiksim, nepamanam. Turpinot so domu, nonakam pie secinajuma, kas var skist
negaidits: (i) gadijuma, kad kaulini vienadi, iespejamie piecpadsmit metiena
iznakumi nebut nav vienlidz varbutigi! Proti, iznakuma [i,j] varbutiba ir
1 1

nevis 57, bet gan 5, kad ¢ = j, un % preteja gadijuma. Talak, saskaitot jau

agrak atrasto ¢etru nosacijumam (a) labveligo iznakumu varbutibas % + % +

% 3—16, dabtijam, ka vienadiem kauliniem (a) iespeju izpildities (varbutibu)
raksturo nevis skaitlis %, bet tas pats skaitlis 3%, ko izrekinajam dazadiem
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kauliniem. Citiem vardiem, nosacijuma (a) varbtitiba nav atkariga no ta, vai
kaulini vienadi, vai ne. (Starp citu, ta nav nejausiba: tapat ir ar (b) un ar
jebkuru citu nosacijumu.)

Tatad Peterim nav taisniba, un pedeja aprakstita spele ir vienlidziga. Mal-
digs bija piepémums, ka vienadu kaulinu gadijuma nevienam metiena iznaku-
mam nav prieksrocibu, salidzinot ar citiem.

Ja kads no kauliniem nav pareizs, tad lietotie apsverumi metiena iznakumu
varbiitibas skaitliskai novertesanai vairs neder.

3. Pirmaja punkta uzdotie jautajumi (2) un (3) par spelu kaulipiem ir
loti vienkarsi t.s. kombinatorisko uzdevumu piemeri. Kombinatorika ir mate-
matikas nozare, kas peti galigu kopu uzbuivi, attiecibas starp So kopu dalam
un dazadu grupejumu jeb konfiguraciju veidoSanu no to elementiem. Ele-
mentara kombinatorika, kuras sakumus apgust skolas kursa, nodarbojas ar
vienkarsu konfiguraciju eksistences un skaitiSanas jautajumiem; pie tam to
vairak interese dazadas skaitiSanas metodes neka pati skaitiSana.

Piemeram, 1. punkta saskaramies ar skaitlu pariem, ko veido no kopas
{1,2,3,4,5,6} izraudziti divi skaitli. Atkariba no nostadnes, skaitlu pari vei-
dojas nesakartoti vai sakartoti (gadijumi (i) un (ii)). Meés interesejamies, cik
pavisam ir Sada veida konfiguraciju (jautajuma (3) pirma dala), vai iespeja-
mas konfiguracijas, kas apmierina kadu nosacijumu (jautajums (1)), un ja
ir, tad cik (jautajums (2), arl jautajuma (3) otra dala). Skolas kursa tradi-
cionali aplukotas konfiguracijas ir izlases, kas rodas, péc zinamiem nosaciju-
miem izveloties elementus no galigas kopas, un ari tadas kopas elementu izvie-
tojume. Vienus un otrus kopa dazreiz medz saukt par savienojumiem.

Atbildes meklejumi uz jautajumiem (4) un (5), ka redzejam 2. punkta,
balstas uz 1. punkta kombinatoriskajiem apsverumiem. Tacu jau pats jauta-
jums ietvera jaunu, citada rakstura ideju: tas bija jautajums par nenoteiktibas
kvantitativu (jeb skaitlisku) novertésanu. Meés nonacam pie ipasa veida no-
vertejumiem, ko saucam par attiecigo nejauso notikumu varbtuitibam. Sko-
las kursa apskatama elementara varbiitibu teorija lauj péc vienu notikumu
varbtuitibam aprekinat citu notikumu varbutibas.

1.2. Vingrinajumi un uzdevumi

1. Izpetiet jautajumus (1)—(5) tadam izméginajumam, kur nevis met divus
spelu kaulinus, bet nem patvaligu kaulinu no pilna domino komplekta, un s
nozimeé punktu summu uz panemta kaulina. Kuri apsverumi un vertejumi
paliek speka, kuri mainas, kuri nemaz neparadas, vai paradas kadi jauni?



2. Cik veidos, metot divus spelu kaulinus, var iegiit katru no iespejamam
summam 2,3,...,127 Izmantojiet atbildes, lai noteiktu, kada ir varbutiba
izpildities katram no nosacijumiem s = 2,s = 3,...,s = 12, kur s, tapat ka 1.
punkta, ir abu uzkritumu summa. Atkal izpetiet abus gadijumus (i) un (ii).
(Skat ar1 3.10. piemeru 51. Ipp.)

Aprekiniet varbutibu summu nosacijumiem (saka ari notikumiem) s = 2,
s = 3 un s = 4 un salidziniet to ar pirmas sadalas 2. punkta atrasto nosacijuma
(a) varbutibu .

3. Mesta moneta var krist ar ,,ciparu” (aversu, priekspusi) vai ,,gerboni” (re-
versu, mugurpusi) uz augsu. Pareizu monétu met 100 un 1000 reizu. Kura ga-
dijuma ir ticamaks katrs no sadiem noverojumiem:

a) cipars ir uzkritis mazak neka trijas desmitdalas visu metienu,

b) gerbona uzkritumu skaita attieciba pret izdarito metienu skaitu ir starp
0,47 un 0,537

4. Metiet monetu 100 reizes un peéc katra metiena registrejiet iznakumu.
Apzimesim ar p gerbopa uzkritumu skaita attiecibu pret izdarito metienu
skaitu. Aprekiniet lieluma p vertibu péc katra metiena un attelojiet rezultatus
grafiski koordinatu sistema, kura uz horizontalas ass atlikts metienu skaits, bet
uz vertikalas — iespejamas p vertibas starp 0 un 1. Kas notiek ar p vertibu,
izdarito metienu skaitam pieaugot? Izskaidrojiet pamanito likumibu.

5. Metot reize divas monetas, interesesimies par sadiem iznakumiem: [c,c]
(uzkritusi abi cipari), [g,] (abi gerboni) un [c,g] (cipars un gerbonis). Nover-
tejiet to varbutibas. Apmeram cik reizu 30 metienos varetu paradities katrs no
trijiem iznakumiem? Vai ir svarigi, vai monetas ir vienadas (tatad neatskira-
mas), vai dazadas? Salidziniet savus apsverumus ar klasesbiedru apsverumiem.
(Parasti piepem, ka monetas, spelu kaulini u.tml. ir pareizi (simetriski), ja nav
noteikts kas cits.)

6. Atkartojiet monetu mesanas eksperimentu no iepriekseja vingrinajuma 30
reizes un registrejiet katra metiena iznakumu. Ieverojiet, cik reizes atkarto-
jies katrs no trim iznakumiem. Salidziniet noverojumus ar ieprieks izdarito
prognozi.



2. Izlases

Izlases ir tradicionalas kombinatorikas, daleji arl varbuitibu teorijas konfiguraci-
jas (veidojumi), kuras, no vienas puses, paradas skaitisanas uzdevumos dazadu
iespejamu variantu izveles rezultata, bet no otras — pasas tiek skaititas. Ir
vairaki uzdevumu tipi, kurus shematiski var formulét ta: cik ir no teikta veida
izlasu, kas apmierina noteiktu nosacijumu.

Sai nodala stastits, kas ir izlases un ka tas skaita, ka a1l ievestas un pama-
totas svarigakas elementaras kombinatorikas vienadibas. Ir ari gan vispariga
veida, gan konkrétu uzdevumu risinasanas piemeri — gan ar pamatigiem, gan
loti skopiem paskaidrojumiem.

2.1. SaskaitiSanas un sareizinasanas principi

1. Saksim ar pavisam vienkarSiem piemeriem.

2.1. PIEMERS. Biblioteka ir divu anglu detektivromanu rakstnieku darbi:
astoni A. Konana Doila un desmit A. Kristi sejumi. Tad lasitajs var izveleties
kadu no 18 sejumiem. <

2.2. PIEMERS. Ir zinams, ka ekskursantu grupa, kas dodas arzemju brau-
ciena, divpadsmit prot anglu, bet septini — vacu valodu. Turklat tris ir tadi,
kas prot abas sis valodas. Cik isti ir to , kuri prot vismaz vienu no sim valodam?

Protams, ka atbilde ,,devinpadsmit”, ko dabu saskaitot divpadsmit ar sep-
tini, ir nedaudz parspileta: ta busim divreiz uzskaitijusi tos tris, kuri prot abas
valodas. Pareiza atbilde ir ,sespadsmit” . <

Mes varam iedomaties, ka katra no Siem piemeriem ir iesp€ja izdarit vienu
no divam izvelem (A. Konans Doils vai A. Kristi, anglu vai vacu valodas
pratéjs), un janosaka cik galu gala ir dazadu iespejamu variantu. Tajos (t.1i.,
piemeéros) ir ietverta ideja, kuru visparigak var formulét sadi.

SASKAITISANAS PRINCIPS: Ja izvéli o var izdarit k veidos, bet izvéli
(B — [ citos veidos, tad izvéli ,« vai 3" var izdarit k + [ veidos.

So principu médz saukt arl par summas principu. Pieversisim ta teksta uz-
manibu atrunai 'citos’. Ja plaukta ir ¢etras gramatas cietos vakos un piecas
biezas gramatas, tad Sis princips var arl nederet, lai noteiktu, cik gramatu var
atrast plaukta (ja tur ir bieza gramata cietos vakos) — gluzi tapat ka otraja pie-
mera.

Lidzigs princips ir speka ari vairak neka divam izvelem.



2.3. PIEMERS. Veikala 1si pirms sléegsanas palikusi 7 kukulisi Borodinas
maizes, 5 kukuliSi saldskabmaizes, 4 kukulisi klona maizes un 8 baltmaizes
batoni. Cik liels ir piedavajums pircejam, kurs iesteidzas veikala pedeja bridi?

Ta ka visas Cetras maizes skirnes ir dazadas, varam saskaitit dazadu skirpu
kukulisu skaitu. Tas nozime, ka pircejs var dabiit vienu no 24 kukuliSiem. <«

VISPARIGAIS SASKAITISANAS PRINCIPS: Pienemsim, ka ir jaizdara
viena no izvélem ay, ag, ..., a, (n > 2). Ja

izveli o var izdarit kq veidos,

izveli ai var izdant ko veidos
u.t.t., pie kam nekadam divam no $im izvelem nav kopigu variantu,
tad izveli , o vai ao, vai ..., vai o, var izdarit k; + ke +--- + k,
veidos.

Abi Sie principi ir tik dabiski un vienkarsi, ka velak parasti tos lietosim bez
Ipasa atgadinajuma.

2. Tagad apskatisim piemerus, kas novedis pie cita principa.

2.4. PIEMERS. Cik ir divciparu naturalu skait]u?

Pirmais cipars var but 1,2,...,9, bet otrais bez tam var btut arl nulle.
Tatad pirmo ciparu var izraudzities devinos, bet otro — desmit veidos, turklat
jebkuram pirmajam ciparam drikst pierakstit blakus jebkuru otro ciparu. Ta-
pec pavisam ir 90 divciparu skait]u. <

2.5. PIEMERS. Plaukta ir 12 gramatas. No tam vienu panem Janis, pec
tam vel vienu — Juris. Cik dazadu variantu te iespejams?

Janis var sev izveleties jebkuru no 12 gramatam. Jurim palikuso gramatu
kopums, protams, ir atkarigs no ta, kuru ir papemis Janis. Tacu jebkura ga-
dijuma Juris var sev izveleties gramatu 11 veidos. Ta ka nekadu citadu iero-
bezojumu nav, atkal drikstam Sos skaitlus sareizinat: tatad ir iespejams 121
variants, ka papemt no plaukta vienu aiz otras divas gramatas. <

Formulesim So sareizinasanas ideju visparigak.

SAREIZINASANAS PRINCIPS: Ja izvéli o var izdarit k veidos un katrs
no tiem pielauj, ka kadu izveli 3 var izdarit [ veidos, tad izvéli ,a un
G" var izdarit k - [ veidos.

So principu, kuru dazreiz sauc arl par reizinajuma principu, izmantojam
jau ievada paragrafa, konstatejot, ka divu dazadu kaulinu metienam iespejami
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36 iznakumi. Atskiriba no saskaitiSanas principa, Seit izvelei 3 nav jabut ar
pilnigi citiem iznakumiem; var pat divas reizes izdarit vienu un to pasu izveli.
Vel viens piemers tam: ja Juris gramatu nem pec tam, kad Janis savejo jau
atlicis plaukta atpakal, tad abas reizes notiek izvele no vienam un tam pasam
12 gramatam. Protams, tad ir 144 varianti.

A1l sareizinasanas princips ir visparinams vairakam izvelem. Mes varam
sev jautat, cik pavisam ir trisciparu vai septinciparu skaitlu, un Sos ciparus
tapat pa vienam izraudzities.

VISPARIGAIS SAREIZINASANAS PRINCIPS: Piepemsim, ka ir
jaizdara n izvéles ay, ag, ..., a, (n > 2). Ja
izveli o var izdant kq veidos,
katrs o variants pielauj, ka izveli as var izdarit ks veidos,
katrs iesp€jamais izveles , a1 un aw” variants pielauj, ka izveli ag
var izdarit ks veidos
u.t.t., tad izveli, oy un a, un ..., un " varizdarit k1 ko - - - k,, veidos.

Pec &1 principa iznak, ka pavisam ir 9 - 10 - 10 jeb 900 trisciparu skait]u:
no 100 Iidz 999, 9000 cetrciparu skaitlu u.t.t. Ja mus interese trisciparu para
skaitli, tad te treSais reizinatajs bus ne vairs 10, bet 5. Ja citu aiz citas no
ta pasa plaukta izpem cetras gramatas, tad veidojas 12 -11-10-9 jeb 11880
variantu.

Mes parasti izlaidisim apzimetaju 'visparigais’ un runasim vienkarsi par
saskaitiSanas un reizinasanas principiem ari tad, kad ir vairakas izveles.

2.2. Kas ir izlase?

1. Kadas kopas elementu izlase rodas, ja vienu vai vairakas reizes no §is
kopas izvelas pa elementam. Ka noderigu robezgadijumu pielauj arl iespeju,
ka izvele nenotiek nevienu reizi — t.i., ka nekas netiek izvelets. Izvelu skaitu,
kuras izdara, izlasi veidojot, sauc par radusas izlases garumu, bet izveletie
kopas elementi nosakas izlases sastavu (sk. talak). Atkariba no apstakliem,
ka izlase veidojas, izskir vairaku paveidu izlases.

Katru izveleto elementu pirms nakamas izveles var ,atlikt” vai ,neatlikt”
kopa atpakal (ka, piemeéram, gramatu plaukta). Dazkart tai vieta ir parocigak
domat, ka katrs kopas elements ir pieejams vairakos eksemplaros (ka cipari,
rakstot daudzciparu skaitli) vai attiecigi tikai viena (izraugoties basketbola
komandas sakuma sastavu no vairakiem kandidatiem). Var pat vispar tikai
noradit uz kopas elementu; tad ,atliksana atpakal’” nozime, ka vienu un to
pasu elementu var noradit vairakkart, bet ,neatlikSana” — ka tikai vienreiz.
Radusos izlasi visos gadijumos sauc par izlasi ar atkartojumiem vai, attiecigi,
— par izlasi bez atkartojumiem.



Dazas situacijas var but, citas var nebut svarigi, kada kartiba izlases locekli
tikusi izveleti (piem., diktejot telefona numuru un izveloties no saldumu skivja
dazas konfektes). Pirmaja gadijuma saka, ka apskatama izlase ir sakartota,
otraja — ka ta ir nesakartota. Sakartotas izlases biezi sauc ari par variacijam,
bet nesakartotas — par kombinacijam. Pec tradicijas, vienkarsi ar variaciju
(vai kombinaciju) saprot izlasi bez atkartojumiem, tapec So apzimetaju var
atmest. Tacu, ja variacija vai kombinacija ir ar atkartojumiem, to nevajag
aizmirst piebilst.

Bridinajums: Sie dazadie nosaukumi liecina tikai par izlases veido-
Sanas priekSnosacijumiem, ne par tas sastavu vai izskatu. Izlase bez
atkartojumiem visi izveletie kopas elementi, protams bus dazadi.
Tacu ari izlase ar atkartojumiem var izradities tada, kura atkarto-
jumu Isteniba nav: ir bijusi tikai iespeja tadiem paradities. (Tade-
jadi jebkura izlase pati par sevi var tikt uzskatita par izlasi atkar-
tojumiem!) Lidzigi, ja sakartota izlase samaina vietam divus vie-
nadus loceklus, paliks ta pati izlase. Jautajums ir cits: vai, nemot
vera situaciju (uzdevuma noteikumus), drikstam mainit locek]us
vietam neatkarigi no ta, kadi tie ir. Ja situacija to nelauj, tad pat
izlase, kura visi locekli gadijusies vienadi, japieskaita pie sakarto-
tam.

Minetajam pazimem dazadi kombinegjoties, rodas cetri izlasu paveidi:

nesakartotas izlases bez atkartojumiem (kombinacijas),

sakartotas izlases bez atkartojumiem (variacijas),

nesakartotas izlases ar atkartojumiem (kombinacijas ar atkartojumiem),
sakartotas izlases ar atkartojumiem (variacijas ar atkartojumiem).

Kopu, no kuras izvelas elementus, sauksim par pamatkopu. To vienmer
uzskatisim par galigu, un tas elementu skaita apzimesanai rezervesim burtu
n (tacu §1 nav neparkapjama noruna). Izlases garumu parasti centisimies
apzimet ar r, un sada garuma izlases no n-elementu kopas sauksim par izlasem
pa r elementiem no n elementiem jeb, 1sak, pa r no n, vai pat par r-izlasém no
n. Dazkart parocigi iedomaties, ka pamatkopas elementi ir kaut ka sanumuréti,
ta ka var runat par tas pirmo, otro elementu u.tml. Ciktal elementu numurus
izmanto tikai to (t.i., elementu) atpazisanai, §1 sanumurétiba, ka ari konkréts
numuru piekartojums neiespaido izlasu veidosanu.

Var ierobezoties tikai ar vienreizeju elementa izveli no pamatkopas: tad
radusas izlases garums ir 1. Mes redzesim, ka dazreiz ir erti iedomaties, ka
izlases garums r var bt ar1 0: tas nozime, ka isteniba mes neko neizvelamies.
Ir piepemts uzskatit, ka ta rodas t.s. tuksa izlase bez locekliem (lidziga tuksa-
jai kopai) un ka sada ipatneja izlase ir viena vieniga. Motivejums tam ir tads,
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ka, pielaujot tukso izlasi, dazas kombinatoriskas sakaribas iegust visparigaku
raksturu.

No otras puses, izlases ar atkartojumiem var biuit neierobezoti garas. Bet
izlasei bez atkartojumiem no n elementiem, protams, vienmer r < n.

2.6. PIEMERS. Atcercsimies divus spelu kaulinus, ar kuriem darbojamies
ievada. Ja kaulini ir vienadi, tad metiena iznakums [z, j| ir kombinacija ar
atkartojumiem, bet ja tie dazadi, tad iznakums (i, j) ir variacija ar atkartoju-
miem no sesu elementu pamatkopas {1,2,3,4,5,6}. <

Lietosim kvadratiekavas un apalas iekavas arl garaku izlasu pierakstisanai.
Piem., (a,b,a,c) un (c,b,a,a) nozimes divas dazadas sakartotas 4-izlases no
alfabéta mazo burtu kopas, bet [a, b, a, ¢] — nesakartotu 4-izlasi ar tiem pasiem
locekliem. Pie tam [a, b, a, c] = [c, b, a, a]. TukSo izlasi var pierakstit gan ka (),
gan arl ka [].

2.7. PIEMERS. Veikala piedava triju skirpu jogurtu: ananasu, bumbieru
un cidoniju. Ka (kados veidos) var izvéléties divas karbas?

Lietosim burtus A, B, C $o triju jogurta skirpu apzimesanai. Pirms meklet
atbildi uz jautajumu, jacensas precizi izprast ta jegu. Vai pirceéjs ir ar mieru
izraudzities abas karbas ar vienas skirnes jogurtu (piem., vai variants AA ir
pielaujams)? Vai ir svarigi (skaitot variantus), kada seciba nosauc pardevejam
abas skirnes (vai AB un BA ir viens un tas pats ,veids”)?

Ka redzams, uzdotais jautajums nav isti labi formulets. Lik, ¢etras iespe-
jamas atbildes atkariba no piepemta precizejuma:

(a) ja skirnes drikst atkartoties un seciba ir svariga, tad AA, AB, AC,
BA, BB, BC, CA, CB, CC,

(b) ja skirnes nedrikst atkartoties, bet seciba ir svariga, tad AB, BA, AC,
CA, BC, CB,

(c) ja skirnes drikst atkartoties, bet seciba nav svariga, tad AA, AB, AC,
BB, BC, CC,

(d) ja skirnes nedrikst atkartoties un seciba nav svariga, tad AB, AC, BC.

Tagad ieverosim, ka visos cetros gadijumos ir notikusas izveles no skirnu kopas
{A, B,C}. legutas izlases ir, attiecigi, variacijas ar atkartojumiem, variacijas,
kombinacijas ar atkartojumiem un kombinacijas no 3 elementiem pa 2.
Iespejams, lasitajs sakuma bija noskanots sagaidit, ka izveletas tiks ne skir-
nes, bet karbas. Mes tiesam varétu pircejam pavaicat, vai vinam ir, vai nav
vienalga, kuru no visam ananasu jogurta karbam vins dabu. Ieprieks kluscie-
Sot tika piepemts, ka ir vienalga. Ja tas ta nav, tad par pamatkopu japem,
piemeram, visu veikala esoSo jogurta karbu kopa. <
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2.8. PIEMERS. Sesi draugi iegriezas saldejuma kioska, kura ir cetru veidu
saldejums; katrs grib nopirkt pa vienai porcijai. Kada veida izlase un no kadas
kopas te veidojas?

Acimredzot, seSas reizes tiks izraudzita viena no ¢etram saldejuma skirnem.
Nevar liegt vairakiem izveleties vienu un to pasu skirni pat tad, ja izveles
iespeju buitu vairak. Tatad pirkums bis izlase ar atkartojumiem no 4 pa 6.
Ja katrs grib dabut pasa izraudzito skirni, nevis vienalga, kuru, tad §i izlase
jauzskata par sakartotu (iedomajieties, ka draugi sastajusies rinda), bet ja ne,
tad ta ir nesakartota. <

2.9. PIEMERS. Desmit cilveku komitejai jaizrauga savs priekssedetajs, sek-
retars un kasieris. Kada izlase ir Sis amatpersonu trijnieks?

Nepietiek tikai nosaukt tris no komitejas locekliem: jazina ari, kuru amatu
katrs ienems. Var, piemeram, norunat, ka amatpersonas ievele minetaja seciba.
Ja turklat, ka dabiski domat, katrs no desmita var bt tikai viena amata, tad
amatpersonu trijnieks ir variacija no 10 pa 3. <

2.10. PIEMERS. leskaite ir septini uzdevumi, no kuriem studentam jaatri-
sina jebkuri c¢etri. Kadas izlases te rodas?

Parasti nav svarigi, kada seciba uzdevumus risina, un, protams, neko ne-
dod viena uzdevuma vairakkartéja risinasana. Tatad Seit students isteno kom-
binaciju no 7 pa 4. <

2.11. PIEMERS. No cipariem 2,3,4,5,6,7 veido trisciparu skaitJus. Mis
interese (a) tie skait]i, kuros cipari ir augosa seciba, (b) tie, kuros neviens
cipars nav mazaks par ieprieksejo, (c) tie, kuros visi cipari dazadi, (d) visi
trisciparu skait]i.

(a) gadijuma dazkart gribas domat, ka jarekinas ar sakartotam izlasem, jo
ir tacu japanak augosSa ciparu seciba katra apskatamaja skaitli. Tomer tiesi
tade] izveleties ciparu secibu Seit vairs nevajag; atliek tikai izveleties skaitla
tris ciparus. Piem., ja nosaukti cipari 6, 2, 4, tad viennozimigi noteikts skaitlis
246. Tatad sai gadijuma mums ir dariSana ar kombinacijam no 6 pa 3.

(b) Te apsverumi ir lidzigi, ar vienigo atskiribu, ka skaitlim pielauti ar1 vie-
nadi cipari; protams, tiem jaatrodas blakus. Tapec uzrakstit vienu sadu skaitli
nozime nemt kombinaciju ar atkartojumiem no 6 pa 3. (Atgadinajums: pie-
bilde ’ar atkartojumiem’ nenozime, ka atkartojumiem noteikti jabut.)

(c¢) Soreiz, protams, tris dazadu ciparu nosauksana vairs nenosaka skaitli
pilniba, un mums pasiem ir janorada arl seciba, kada tie rakstami. Te katrs
skaitlis jauztver ka variacija no 6 pa 3.

(d) Kad nu nav nekadu ierobezojumu, mes drikstam, spriezot tapat, ka (c)
gadijuma, nosaukt arl vienadus ciparus. Lidz ar to Soreiz mums ir javeido
variacijas ar atkartojumiem no 6 pa 3. <
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Piezimesim, ka pamatkopas elementu kombinacija (bez atkartojumiem)
nav nekas cits ka tas apakskopa. To pasu pasakot citadi, lai iegitu kom-
binaciju bez atkartojumiem, varam tas loceklus nemt ari visus uzreiz, nevis pa
vienam. Tadejadi, kombinacija [6, 2, 4] un kopa {2, 4, 6} pedeja piemera ir viens
un tas pats objekts (bet kombinaciju ar atkartojumiem [6,2,2] gan nedrikst
domat ka kopu {6,2,2}: kopa elementi neatkartojas). Savukart, pamatkopas
elementu sakartotu izlasi var iedomaties ka galiga garuma virkni, kuras locekli
pieder pamatkopai. Arpus kombinatorikas variacijas ar atkartojumiem pazista-
mas ar nosaukumu kortezi. Arl vektors (pierakstits ka koordinatu rindina) nav
nekas cits ka variacija ar atkartojumiem.

2. Pieminesim tepat arl permutacijas.

Par kadas kopas elementu permutaciju sauc ikvienu tas elementu
izvietojumu virkng, kura katrs kopas elements paradas tiesi vienu reizi.
Ja tada izvietojuma pie|auj ari elementu atkartojumus (un iztrikumus,
doma3jot, ka elements paradijies 0 reizes), tad saka, ka mums ir per-
mutacija ar atkartojumiem.

Protams, lai varetu izveidot permutaciju ar atkartojumiem, kura kads kopas
elements patiesam paradas vairak neka vienu reizi, Sim elementam jabut pie-
ejamam vairakos eksemplaros.

Kaut ari §1 definicija it ka neliecina, ka permutacija btitu izlase no kaut ka,
butiba ta ir ipasa apskatamas kopas elementu variacija, proti, tada, kura iz-
lietoti visi kopas elementi. Protams, ikviena permutacija ar atkartojumiem
ir variacija ar atkartojumiem, un otradi, t.i., tas ir vienas un tas pasas ,, kon-
figuracijas“. Atskiras tikai musu skatapunkts uz vienam un otram (izlases vai
izvietojumi).

2.12. PIEMERS. No vardu ’kartupelis’, 'saskaitits’, meieiesim’ burtiem, tos
parstatot, darina jaunus vardus.

Te varda ’kartupelis’ visi burti ir dazadi, tapec no ta burtiem veidojas
permutacijas bez atkartojumiem. Pie tam visas So burtu permutacijas ta ir
ieglistamas (nevajag aizmirst, ka pats sakuma vards ari ir viena no tadam
permutacijam). Parejos divos gadijumos veidojas permutacijas ar dazu burtu
atkartojumiem, tacu ne visas. Ta, no otra varda burtiem a, i, k, 1, s, t nevar

239

ieglit nevienu permutaciju, kura burts ’i’ paraditos vairak neka vienu reizi,

bet ’s’ — mazak neka tris reizes. Citas permutacijas ar atkartojumiem varetu
iegiit, ja atteiktos no ierobezojuma, ka jaunos vardus darina, vienigi burtus
parstatot. <
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2.3. Kombinatorikas pamatskaitli

1. Mes interesesimies par to, cik pavisam ir noteikta veida izlasu no fiksetas
pamatkopas. Ir skaidrs, ka Seit nekadu lomu nespele to prieksmetu daba, kuri
veido doto kopu: izlasu skaits ir atkarigs tikai no pamatkopas elementu skaita
n, izlases garuma r un, protams, no ta, kuras no ¢etréjadam izlasem skaitam.
[evedisim Sadus apzimejumus:

e C] — kombinaciju skaits no n (elementiem) pa r (elementiem),
o A’ — variaciju skaits no n pa r,

e (" — kombinaciju ar atkartojumiem skaits no n pa r,

e A’ — variaciju ar atkartojumiem skaits no n pa r,

e P, — permutaciju skaits no n;

§1 punkta beigas paradisies vel viens.

Runajot par izlasem ar atkartojumiem, dazkart jainteresejas par to, cik ir
izlasu ar ieprieks noraditu sastavu. Intuitivi sastavs ir izlase ietilpstoso pa-
matkopas elementu kopums. Tacu ja mums ir divas vienada garuma izlases ar
atkartojumiem, kuras ietilpst vieni un tie pasi pamatkopas elementi, bet kadi
no tiem — atskirigu skaitu reizu viena un otra, tad tadas izlases uzskata par
dazadam. Tapec saka arl, ka tam ir dazadi sastavi. Ja elementi pamatkopa ir
sanumureti, tad izlases sastavu erti raksturot ar rindinu (ry,72,...,7,), kur
1-ais loceklis r; ir skaitlis, kur§ rada, cik reizu izlase paradas kopas i-ais ele-
ments. Tadejadi, izlasei bez atkartojumiem sai rindina paradas tikai nulles un
vieninieki. Parnumurejot kopas elementus, Sai rindina locekli tikai samainas
vietam.

2.13. PIEMERS. lepriekseja piemera vardu ’saskaitits’ iedomajamies ka izlasi
ar atkartojumiem no seselementu burtu kopas. Tas sastavs ir (2,1, 1,1, 3,2),
ja burtus uzskaitam, ka tas darits minetaja piemera, alfabéta seciba: aiik s t.
Ja tos pasus burtus uzskaititu tada seciba, ka tie paradas sakumvarda (s a k i
t 1), tad sastavs butu pierakstams ta: (3,2,1,1,2,1). Parstatot Sai varda bur-
tus, var iegiit tas un tikai tas permutacijas ar atkartojumiem, kuram ir Sis
sastavs. Izlases 'neieiesim’ sastavs ir(3,3,1,1,1). <

Saprotams, ir tikai viena nesakartota izlase ar atkartojumiem, bet fiksetu
sastavu. To sakartoto izlasu — permutaciju skaitu, kuram ir ieprieks noteikts
sastavs, apzime ar simbolu P, aiz kura iekavas norada pasu sastavu. Pie tam
parasti atmet indeksu un ari svitru virs simbola. Protams, iepriekseja piemera
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situacija abi skaitli P(2,1,1,1,3,2) un P(3,2,1,1,2,1) nozime vienu un to
pasu — to vardu skaitu, kurus var iegut, parstatot burtus varda ’saskaitits’.
Tatad mums paradas vel viens apzimejums:

e P(ry,ry,...,r,) — permutaciju ar atkartojumiem un sastavu (rq, 79, . . .,
rn) skaits.

Dazreiz ertibas labad pie P tomeéer atstaj indeksu, kurs rada permutacijas
garumu: Pjo(2,1,1,1,3,2). Tad jaievero, ka pieraksts P.(ry,ra,...,7,) ir
pareizs vienigi tad, kad r =y + 79 + - - - + 7,. Acimredzot, Py(1,1,1,1) = P;.

2. Aprakstitos visu sesu veidu skait]us sauksim par kombinatorikas pamat-

skaitliem. Japasvitro, ka literattra (it 1pasi anglu valoda) lieto ari citus to

apzimejumus. lepazisimies ar kartulam pamatskaitlu aprekinasanai, ka arl ar

dazam vienkarsam sakaribam, kas saista sava starpa dazada nosaukuma pa-

matskaitlus vai arl viena nosaukuma pamatskaitlus ar dazadiem indeksiem.
Vispirms dazi pavisam vienkarsi fakti.

K1: C) =A% =C) = A0 =1,
K2: Cl= Al = C! = A =,
K1 seko no ta, ka mums ir tikai viena tuksa izlase.

2.14. PIEMERS. Uz lentas, kas sadalita r rutinas, katra rutina jaieraksta
viens no dotiem n burtiem. Cik veidos var aizpildit tadu lentu (jeb — cik
daudz dazadi aizpilditu lentu var iegiit, ja sakuma ir sagatavots pietiekami
liels skaits tuksu lentu), ja

(i) nav nekadu ierobezojumu,

Aizpildisim lentu, ka to parasti dara, pakapeniski no kreisas puses uz labo.
Kas un kura bridi tad bus jaizvelas?

(i) gadijuma mums pie katras rutinas japadoma, kuru no n burtiem Sai
rutina rakstit. Tas jadara r reizes, tatad radisies r-izlases no n. Protams, ir
svarigi, kuru burtu izvelesimies ka pirmo, kuru ka otro u.t.t., ta ka izlases ir
sakartotas. Tas ir ar atkartojumiem, jo nekas neliedz rakstit vienu un to pasu
burtu vairakas ritinas. Tatad lentu var aizpildit A", veidos.

(ii) gadijuma vieniga atskiriba ir, ka katrs burts lietojams tikai vienreiz,
tapec Soreiz bus variacijas bez atkartojumiem.

PIRMA ATBILDE: (i) A7, (ii) A”.
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Bet (i) gadijjuma mes varam savus apsverumus papildinat sadi. Pirmas
rutinas aizpildiSanai varam izraudzities jebkuru no n burtiem. Neatkarigi no
ta, kuru burtu tur ierakstisim, tada pati izvele jaizdara ari otrajai, tad tresajai
rutinai u.t.t. Acimredzot, pirmas divas rutinas var aizpildit n-n veidos, pirmas
tris — n-n-n veidos u.t.t. (sareizinasanas princips!). Lenta bus aizpildita, kad
busim izdarijusi r tadas izveles. Tatad ir n-n- --- -n (pavisam r reizinataju)
jeb n” variantu tuksas lentas aizpildiSanai.

(ii) gadijuma katrai nakamai rutinai izvele bus par vienu burtu mazaka,
arl neatkarigi no ta, kadi burti ir gadijuSies pirmajas rutinas. Reizinot tapat
ka ieprieks, iegustam, ka Soreiz ir pavisam n(n — 1)---(n —r + 1) variantu
(atkal r reizinataju!).

OTRA ATBILDE: (i) n", (ii) n(n —1)---(n —r+1).

Ka izskaidrot to, ka ir divas, turklat pec skata tik atskirigas atbildes?
Isteniba ka (i), ta ari (ii) gadijuma esam vienus un tos pasus objektus (vi-
sos iespejamos veidos aizpilditas lentas, tikai (ii) gadijuma ar noteikto iero-
bezojumu) saskaitijusi divejadi. Tas nozime, ka attiecigajiem iznakumiem, lai
ka ari tie nebuitu aprakstiti, jabtut skaitliski vienadiem. Tatad, ka secinajumu
iegustam:

K3: A" =nr,

. ro__ _ TL'
Piezime. Apsverumiem, ar kuriem ieguvam abas atbildes, ir jega
tikai ar r > 0. Tacu, nemot vera K1, vienadibas K3 un K4 ir de-
rigas ar1l ar r = 0. K4 gadijuma gan vel japiebilst, ka reizinajumu,
kura reizinataju skaits izradas vienads ar 0, parasti pienem vienadu
ar 1.

Atgadinam, ka ar n! ir piepemts apzimet pirmo n naturalo skaitlu
reizinajumu. So reizinajumu sauc par skaitla n faktorialu. Pienem
ari, ka 0! = 1 (skat. ieprieksejo rindkopu).

Bet turpinasim analizet musu piemeru. Izskatisim (ii) punktu atseviski
divos apaksgadijumos: (a) kad r =n, (b) kad r < n.

(a) apaksgadijuma katrs burts bis ierakstits tiesi viena rutina, ta ka Is-
teniba biisim ieguvusi visas So burtu permutacijas: katru uz savas aizpilditas
lentas. Tadejadi (skat. pirmo atbildi)

Kb5: P, = Al
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Tas gan nav parsteidzosi: mes jau redzejam, ka kadas n-elementu kopas ele-
mentu permutacijas un n-variacijas ir vieni un tie pasi objekti. Tapeéc tam
patiesam jabut vienada skaita.

Nemot vera K5, no K4 dabtjam

K6: P,=n(n—1)---1=nl

(b) apaksgadijuma iedomasimies, ka katru aizpildito lentu ar r rutinam
gribam pagarinat ta, lai pagarinajuma varetu sarakstit vel atlikusos burtus —
tapat bez atkartosanas. To katrai lentai ir vienads skaits, proti, n — r, un tos
var izkartot P,_, veidos. Tapec katra aizpildita r rutinu lenta japavairo P,_,
eksemplaros, un tad ikvienam no tiem var pielimet gala vel aizpilditu gabalu
ar n — r dazadi aizpilditam rutinam. Jau agrak noskaidrojam, ka aizpildito
lentu ar r rutinam ir AJ; katrai no tam iespejami P,_, pagarinajumi, tapec
péc sareizinasanas principa mums tagad bus pavisam A} P,_, aizpilditas lentas
ar n rutinam.

Uz katras jaunas lentas uzrakstiti visi n burti, katrs tiesi vienu reizi. Ir
skaidrs, ka nebus divu vienadu lentu un ka jebkuru aizpilditu n rutinu lentu
var iegiit aprakstitaja veida. Tapec esam dabiijusi, ka

K7: P, = A"P,_,,

T i
K8: Ap = po.

Mes (ii) gadijuma varam rikoties vel savadak: aizpildisim lentu divos solos.
Pirms sakt aizpildit lentu, izlemsim ieprieks, kuri bus tie r burti no visiem n,
kurus gribesim lietot. Burtu nosauksanas seciba te nespele lomu, un, protams,
nav vajadzibas kadu burtu nosaukt vairakas reizes; tatad So izveli var izdarit
C veidos. Talak atliek izraudzitos burtus sarindot kaut kada seciba un tad sai
pasa seciba sarakstit lentas rutinas. Katrs sakartojums ir viena permutacija,
tapec tadu sakartosanu var izdarit P, veidos. Izdarot abas izveles, viennozimigi
dabtjam aizpilditu lentu, pie tam katru tikai vienreiz, un ikvienu aizpilditu
lentu 8adi var iegut. Kopa §is divas izveles var izdarit C P, veidos (reizinasanas
princips!), un tik tad ar1ir (ii) gadijuma vajadzigo lentu.

Salidzinot to ar pasu pirmo atbildi un pec tam pemot vera arl K8, K4 un
K6, dabtjjam secinajumus

K9: A7 =C) P,

s R o
Klo CTL — ?’r — PTPn_T,
. ro__ n!
KI1: G = o
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No K10 izriet ari, ka
K12: C7 =C)~". 912

Atzimesim, ka skaitlis C}/~" rada cik veidos no n burtiem var izraudzities
tos n —r, kuri, otradi, netiks lietoti lentas aizpildisanai. Ta ka variantu skaita
zina ir vienalga, vai atlasit tos burtus, kurus lietosim, vai tos, kurus nelietosim,
vienadiba K12 ir dabiska, un Isteniba ta iegtistama ar tiesi — bez K10 starp-
niecibas. <

2.1. VINGRINAJUMS. K8 (un pec tam K7) var iegtt arl, lietojot aprekina-
sanas formulas K4 un K6. Kadel K9 nedrikst pieradit tapat, izmantojot K4,
K6 un K11:

n! n!

A= (n—r)! :r!(n—r)!.T!:C;PT b

Mums pagaidam nav sakaribu, kuras piedalitos pamatskait]i Cr: nav ari at-
tiecigas aprekinasanas formulas. Tas iegiisim mazliet velak — nakama punkta
beigas. Pec tam pieversisimies permutaciju ar atkartojumiem skaitisanai.

2.2. VINGRINAJUMS. Nemsim par pamatkopu kopu X = {a, b, c}. Lietojot
11. Ipp. pec 2.6. piemera ievestos apzimejumus, izrakstit

(i) visas kombinacijas no X elementiem,
(ii) visas variacijas no X elementiem,
(ili) visas r-variacijas ar atkartojumiem no X elementiem ar r < 3.

Lietojiet K11, K4 un K3, lai parbauditu, ka izrakstitas visas vajadzigas izlases.
<

3.  Tagad izskatisim vairakus piemera uzdevumus, kuri rada, ka pamatskaitli
paradas situacijas, kur vismaz pirmaja bridi nekadas izlases nav saskatamas.
Jau redzejam, un elementaraja kombinatorika tas gadas biezi, ka vienu un
to pasu skaitiSanas uzdevumu var risinat dazadi, un ne katrtreiz kads viens
panemiens ir jutami labaks par citiem. Miusu noluks, talakos piemerus anali-
z&jot, biis ne tikai (un ne tik daudz) noskaidrot atbildes, bet izsekot, ka var
lidz atbildei tikt.

Kombinatoriskos skaitiSanas uzdevumos biezi vien ir pagriiti uzreiz saskatit,
ko 1sti un ka sakt skaitit. Tad var noderet sads ieteikums: jaiedomajas, ka
nepieciesams pasam ,sarazot” visas vajadzigas konfiguracijas. Lai kaut ko ne-
izlaistu, velams izdomat kadu sistematisku papemienu, ka attieciga veida kon-
figuracijas konstruet, un varbuit pat dazas no tam sastadit. Parasti pa celam
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nakas izdarit vienu, divas vai vairakas izveles (to jau redzejam iepriekseja pie-
meéra). NepiecieSams tas apzinaties, ka ari fikset, cik veidos katru So izveli
var izdarit. Pec tam jasaprot, ka §is izveles saistitas cita ar citu, lai izlemtu,
ka no iegutajiem variantu skaitiem ,samontet” galigo atbildi. Biezi vien tam
nolikam pietiek ar mums jau pazistamajiem saskaitiSanas un sareizinasanas
principiem.

Paverosim vel, ka Sie visai aptuvenie noradijumi strada. Tiesa gan, Sai
punkta piemeri bus vienkarsi: skaitamas konfiguracijas bus tikai izlases. Tad
mums jatiek skaidriba par cetram lietam: no kadas kopas jaizvelas izlases
locekli (un cik elementu Sai kopa), cik reizes jaizvelas pa elementam (kads ir
izlases garums), vai situacija pielauj (varbtit pat paredz) atkartojumus, vai ir
svarigi, kada seciba elementus izvélas.

2.15. PIEMERS. Cik veidos m vienadas bumbinas var izvietot n dazadas
urnas, ja

(i) nav nekadu ierobezojumu,
(ii) katra urna drikst but ne vairak ka viena bumbina,
(iii) neviena urna nedrikst palikt tuksa.

Vispirms izskirsimies, vai izveleties bumbinas, urnas vai, varbiit, gan vienu,
gan otru. Ta ka bumbinas ir vienadas, divi to izvietojumi var atskirties tikai
ar to, kuras urnas bumbinas nokluvusas. Visai dabiski ir domat, ka nemam
bumbinas pa vienai (tur nekada ipasa izvelesanas nav vajadziga: vienlidz laba
jebkura bumbina) un aiznesam katru no tam uz kadu urnu. Katru bumbinu
nesot, ir jaizSkiras, uz kuru urnu to nest; tatad veidosies m-izlases no urnu
kopas. Nav svarigi, kada seciba urnas tiek apstaigatas, tapec §is izlases ir
nesakartotas. (i) gadijuma pie katras urnas atlauts iet vairakkart, bet (ii) ga-
dijuma — ne, tapéc attiecigas atbildes ir C™ un C™. Ar (iii) gadijuma biis
kombinacijas ar atkartojumiem, tacu, ka saprotams,mazak. Lai nodroSinatu
nosacljuma izpildi, rikojamies ta: vispirms katra urna ielieckam vienu bumbinu.
Ja m > n, tads izvietojums iespejams viens vienigs, ta ka Seit nav izveles un
nav ari ko skaitit (ja m < n, acimredzama atbilde ir uz uzdoto jautajumu ir 0).
Mums paliek vel m — n bumbinas, ko tagad varam izvietot urnas pilnigi brivi
ka (i) gadijuma. To var izdarit C"~™ veidos, un & tad ari ir galiga atbilde.

ATBILDES: (i) C™, (ii) C™, (iii) C™". <

2.16. PIEMERS. Tas pats, ja visas bumbinas dazadas.

Pardomasim, kur rodas kadas atskiribas no ieprieksejiem spriedumiem.
Butiska atskiriba tagad ir ta, ka Soreiz ir svarigi ne tikai cik, bet arl kuras
bumbinas noklust katra urna. Pirma bridi var likties: tas nozime, ka tagad
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pirms ieSanas pie kadas urnas ieprieks ir arl jaizvelas, kuru no palikusajam
bumbinam nemt lidzi. No sadas papildizvelesanas var izvairities, ja pirms katra
jauna bumbinu izvietosanas seansa tas sarindo kaut kada ieprieks izlemta (ta-
tad — katrreiz viena un tai pasa) seciba un tad nem tas pec kartas. Lidz ar
to tagad ir svariga urnu izveles seciba, un tatad Soreiz atbildes gadijumiem (i)
un (i) it A7 un A™.

Bet apspriedisim vel vienu momentu: vai nupat netikam aizmirsusi, ka
bumbinas sarindojam viena noteikta seciba, kuru tagad vajadzetu visos ie-
spejamos veidos mainit? Ne, to darit nevajag! Ir svarigi saprast, luk, ko: ja
uzskaitijam visus izvietojumus, kurus dabii, uzsakot ar norunato sarindojumu,
tad nevienu vel nebijusu izvietojumu vairs neiegiisim, uzsakot ar kadu citu
sarindojumu. Tas pats citiem vardiem: jebkuru izvietojumu, kas iegiits, esot
vienam sarindojumam, agrak vai velak var iegut ari, esot jebkuram citam
(pardomajiet, kapec), un talab nav svarigi, ka bumbinas tika sarindotas.

Viss teiktais, protams, japatur prata, apdomajot ar1 (iii). Bet, kad bum-
binas dazadas, vairs nav vienalga, ne tas, kuras n no tam papemam pirmas,
ne arl tas, kura urna katra no tam noklust: samainot vietam jebkuras divas
bumbinas no dazadam urnam, nonaksim pie cita izvietojuma. Tas liek domat,
ka, lai iegtitu vienu prasito visu m bumbinu izvietojumu, mums jaizdara viena
aiz otras tris izveles: jaizSkiras, kuras n bumbinas nemt vispirms, jaizlemj,
kada seciba tas ielikt urnas, un jaizvelas viens patvaligs atlikuso bumbinu
izvietojums. To var izdarit attiecigi C),, P, un AZ‘_” veidos; pec sareizinasanas
principa (parliecinieties, ka tas tiesam ir te piemérojams) galiga atbilde tad
biitu C" P, Am™™.

Diemzel §1 dabiska ideja nav gluzi pareiza, un tapec neder ari ieguta at-
bilde. Mes nepamanijam sadu butisku apstakli. Vienadu bumbinu gadijuma,
ka tas bija iepriekseja piemera, bija vienalga, kuras ir tas bumbinas, kuras pa
vienai katra urna izvietojam vispirms. Soreiz, kad visas bumbinas dazadas, mes
nevaram rikoties tik bezrupigi. ledomasimies vienkarsibas labad, ka mums ir
piecas sanumuretas bumbinas by, by, b3, by, bs un tris sanumuretas urnas Uy, Uy,
Us, t.i., m = 5 un n = 3. Piepemsim, ka vispirms lieckam b; urna Ui, by
urna U; un bz urna Us. Tad vel ieliksim by urna U; un bs urna U;. Pienem-
sim, talak, ka nakosaja reize nolemjam vispirms izvietot urnas bumbinas bs,
by un b5; konkreti, bs pirmaja, by otraja, bet b3 — tresaja urna. Pec tam vel
b, varetu noklut pirmaja, bet by — otraja urna. Var domat, ka jau realizeti
divi prasitie bumbinu izvietojumi (atbilstosi iepriekseja rindkopa aprakstita-
jam ricibas planam). Tacu ieskatoties uzmanigak, redzam, ka esam divejadi
ieguvusi, un lidz ar to divreiz uzskaitijusi vienu un to pasu izvietojumu! (Pa-
domajiet, ka vel var nonakt pie ta pasa izvietojuma.)

Neiedzilinoties vairak, atzimesim, ka dazadu bumbinu gadijuma ierobezo-
jums (iii) padara uzdevumu visai sarezgitu, un atbilde vairs nav erti izsakama
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ar mums pazistamajiem pamatskaitliem.
ATBILDE: (i) A™, (ii) A™, (iii) paliek neatbildéts. <

Sais divos pieméros atbilzu meklésanas pamatideja bija tada, ka bumbinas
nemam pec kartas, likam tas urnas, un gandriz visas izdaritas izveles bija
saistitas ar izskirsanos, kura urna likt kartejo bumbinu. Iespejams, ka lasitajam
ienaca prata kada citada ideja — tadas varetu but pat vairakas. Izmeginasim
vel vienu. Pa celam atklasim vel dazas sakaribas starp pamatskaitliem, kuras
piedalas kombinacijas ar atkartojumiem.

2.17. PIEMERS. Atgriezisimies pie 2.15. piemeéra péetita uzdevuma 19. Ipp.
ledomasimies, ka bumbinas saliktas viena rinda un mes, sakot no rindas saku-
ma, gribam tas sadalit n grupas: pec tam pirmas grupas bumbinas saliksim
pirmaja urna, otras grupas bumbinas otraja urna u.t.t. SadaliSanu Istenosim,
starp vienas grupas pedejo bumbinu un nakamas grupas pirmo bumbinu ielie-
kot kadu atdalitaju, teiksim, zimuli. (Tam nolukam jasagatavo n — 1 zimulis;
tos visus varam uzskatit par vienadiem.) Protams, dazas urnas (un lidz ar
to arl attiecigas grupas) drikst but tukSsas — lai to panaktu, dazviet divi vai
vairaki zimuli janoliek blakus. Pasa rindas sakuma nolikts zimulis nozimes, ka
tuksa ir pirma grupa, bet pasas beigas nolikts — ka tuksa ir pedeja grupa.

(i) gadijuma mes tagad savu jautajumu varam formulet ta: cik veidos m
bumbinu rinda bez kadiem ierobezojumiem var salikt n — 1 zimuli. Pavisam
musu izvelei ir m + 1 vieta, kur katru zimuli var ielikt (rindas sakums, beigas,
ka arl m — 1 starpa starp blakus esosam bumbinam), tatad bis (n — 1)-izlases
no m + 1 vietam. Nav svarigi, kada seciba vietas zimuliem izraugas: mis
interese tikai, kur tie bus salikti, tapec izlases bus nesakartotas. Pie tam
katra vieta drikst but vairaki, pat visi zimuli, tapec izlases buis ar atkarto-
jumiem. Kopsavelkot, ir C‘,’%jrll dazadu sadalijumu bumbinu rindai, tatad
arl dazadu izvietojumu urnas.

(ii) gadijuma nak klat nosacijums, ka neviena atstarpe starp bumbinam
nedrikst palikt tukSa. To nodroSinasim ar mums jau zinamo papemienu:
vispirms ieliksim katra atstarpe pa zimulim; atlikusos zimulus var brivi iz-
vietot pa visam m+ 1 vietam tapat, ka to tikko darijam (i) gadijuma ar visiem
zimuliem. Pirma saliksana ir bez variantiem, t.i., ir izdarama viena vieniga vei-
da, toties otra izdarama C“T(,::ll)f(mfl) jeb C veidos, un ta ir arl galiga at-
bilde.

(ili) gadijuma zimuli liekami tikai atstarpes starp bumbinam (ne rindas
sakuma un ne beigas), turklat tikai pa vienam. Gan ne katra atstarpé zimulis
noteikti jaieliek. Atstarpju ir m — 1, no tam jaizraugas n — 1 (tik mums ir
zimulu). Izraudzisanas seciba nav svariga, un nevienu atstarpi neizvelamies
vairak ka vienreiz. Tatad iespejamo variantu skaits ir O™~}

AtBILDE: (i) CY, (i) CRL7, (iii) CZh. <
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Ko varam secinat, salidzinot So atbildi ar ieprieks ieguto? Ta ka abas
reizes skaititi vieni un tie pasi objekti, katra no trim gadijumiem iegttajam
atbildem ir jabut vienadam. Lai pielagotos sakaribas K1-K12 lietotajiem
apzimejumiem, vienadibas K13 un K14, ko dod (i) un (ii), rakstisim m vieta r.
Vienadiba, ko dabu (iii) gadijuma nav Ipasi interesanta, un to pat neizrakstisim.
Bet K15 izriet no K14 (nemot n vieta n + r — 1) un K13; talak nemta
vera arl K12. K16 dabuta ar K11.

K13: Cr = C,
Kl4: Cr =Cr,
K15: C_':; = £+7n_1 = Cgﬁ—p

. (TL—I—T—l)'

2.3. VINGRINAJUMS. Turpinot 2.2. vingrinajumu no 18. lpp., izrakstiet
visas r-kombinacijas ar atkartojumiem no kopas {a, b, ¢} elementiem ar r < 4.
Lietojiet K16, lai parbauditu, vai izrakstitas visas vajadzigas izlases. <

2.4. VINGRINAJUMS. Pardomajiet, kapec 2.17. piemera izmantoto skaiti-
Sanas papeémienu nevar erti pielagot 2.16. piemera uzdevumam. Nemiet vera,
ka nav svarigi, ka bumbinas izvietotas urnas ieksiene. <

4. Saja punkta runasim par permutacijam ar atkartojumiem.

2.18. PIEMERS. Turpinot pieméru 2.14, noskaidrosim, cik veidos tuksu
lentu var aizpildit, ja noteikts, ka pirmajam burtam jabut rakstitam rqy reizi,
otrajam — rq reizes u.t.t. Protams, ry +r9+---+1r, =71.

Soreiz nav lietderigi meginat aizpildit rutinas pec kartas: tada aizpildisanas
gaita noteikto ierobezojumu de] izradas gruti parskatama. Tai vieta lietosim
citu ideju: vispirms izlemsim, kuras rutinas ierakstit pirmo burtu, pec tam
— kuras otro u.t.t., un saskaitisim, cik veidos katru no §im izvelem varam
izpildit. Peéc sareizinasanas principa, visu iegiito skaitu reizinajums radis, cik
veidos aizpildita visa lenta.

Pirmo reizi mums jaizvelas r; rutina no r. Protams, tam jabut dazadam,
jo neviena rutina nerakstam vairakus burtus. To izraudzisanas (t.i., aizpildi-
sanas) seciba nespele lomu. Tatad pirmajam burtam ir CJ' iespé€jas, ka to
r reizi uzrakstit uz lentas. Otrajam burtam palikuSas vairs r — r; ritinas.
Spriezot tapat ka tikko darijam, noskaidrojam, ka otrajam burtam ir C;2,,
iespejas. Tresajam to bus C;?,, _,,, ceturtajam — Cy*, ., .. ut.t.
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Uzmanigak pardomasim, cik veidos var atrast vietas pedejam — n-am bur-
tam. Turpinot iepriekséja rindkopa darito, atradisim skaitli
Tn
CT*M*TQ*-"*TTLA’
Tacu spriezot citadi, pedejam burtam nebiis neka ko izveleties: to naksies
ierakstit atlikusajas vietas, tatad viena vieniga veida! Tomer te nav nekadas
pretrunas: ieverosim, ka r—r; —ry—---—r,_1 = r, un atceresimies, ka C,’j =1
ikvienam k.
ATBILDE: CJ'C}?

O3 O

r—ri~r—ri—ra r—r1—To——Tp_1°
Ieverosim, ka jebkurs prasitais lentas aizpildijums nav nekas cits ka doto n
burtu permutacija ar atkartojumiem, proti, ar sastavu (r1,79,...,7,). Tapéc

esam atklajusi vel vienu vienadibu:

K17: P(ry,7e,...,1) = CCy2, C)3 ..

rT—T1—T2 T—T1—T2——Tp_1"
Tagad nedaudz izmainisim ,,speles noteikumus”.

2.19. PIEMERS. ledomasimies, ka mums ir salieckama abece n burtiem,
pie kam pirmajam burtam abecé ir r; kartite, otrajam — ry kartites, u.t.t.;
pavisam kopa r kartites.

(i) Cik veidos §is kartites var salikt viena rinda?
(i) Cik veidos to var izdarit, ja kartites ar vienu un to pasu burtu neskiro?

Acimredzama atbilde uz pirmo jautajumu ir P,. Atbildot uz otro, atkal
varam domat, ka prasitais izvietojums ir permutacija ar atkartojumiem no
n alfabeta burtiem ar ieprieks noteiktu sastavu (ry,ro,...,r,). To skaits ir
P(ri,re,...,T).

Tacu iedomasimies, ka otraja gadijuma esam izlemusi iegtitajos izvietoju-
mos kartites ar vienadiem burtiem tomer uzskatit par dazadam un ka tatad,
samainot tadas kartites vietam, iegustam citu izvietojumu. Cik tadu bus
pavisam?

No vienas puses, sada cela ieglistam (i) jautajumam vajadzigos izvietoju-
mus — visus, un katru tiesi vienu reizi. No otras — kartites ar pirmo alfabeta
burtu var samainit vietam F,, veidos, kartites ar otro burtu — PF,, veidos
u.t.t. Pec sareizinasanas principa, katrs no (ii) gadijuma P(ry,79,...,7,) iz-
vietojumiem tatad dod P, P,,--- P, jaunus, un pavisam dabujam (ieskaitot
ari sakuma bijusos) P(ry,rs,...,7,) P Py, - -+ P, izvietojumus, kas atbilst (i).
Galu gala nonakam pie vienadibam

K18: P, = P(ry,r9,...,7) P Pry -+ Py,
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P, !
K19: P(ry,72,...,1) = P.P., P~ rl!m!r---rn! :

n

2.5. VINGRINAJUMS. No K17 un K18 izriet, ka

P
crer, Crmd O .

r—r1~r—ri—ro r—r1—To——7Tn_1 PT1 Pr2 e Prn ’

Paradiet to aritmetiski — izmantojot K10.

5.  Mums jaiepazistas ar vel vienu nozimigu sakaribu.

2.20. PIEMERS. Kastite ir n dazadas baltas un vel viena melna bumbina.
No tas jaiznem jebkuras r bumbinas. Cik gadijumos starp tam biis melna bum-
bina, un cik gadijumos visas iznemtas bumbinas bus baltas?

Protams r bumbinas var iznemt C]_; veidos, un katrs no tiem mums dod
kadu bumbinu kopas r elementu apakskopu. Sadalisim visas §is apakskopas
divas grupas, viena liekot tas apakskopas, kuras satur melno bumbinu, bet
otra — parejas, proti, tas, kuras satur tikai baltas bumbinas. Jautajums ir,
cik apakskopu ir katra grupa.

To apakskopu, kuras nav melnas bumbinas, ir C},. Lai saprastu, cik ir
otru apakskopu, apspriedisim, ka tas var dabtit. Piemeram, var vispirms nemt
melno bumbinu (te nav nekas jaizvelas) un tad pievienot tai r — 1 baltu. Sis
pedejas tad var izraudzities C7~! veidos. Tikpat daudz tad arl ir apakskopu
otraja grupa.

ATBILDE: C; "' un C? (jeb CI,, — CI). <
Esam atklajusi sadu sakaribu, kas bus noderiga nakamaja paragrafa:

K20: Cp,, =Cr '+ Co.

Ta ir deriga jebkuram tadam r, ka 1 < r < n.

2.6. VINGRINAJUMS. Kadas biitu atbildes uz §1 piemera jautajumiem, ja
visas baltas bumbinas butu vienadas (neatskiramas)? <

Nakamais vingrinajums radis, cik labi esat izpratusi apskatito piemeru.

2.7. VINGRINAJUMS. Kadas sakaribas, 11dzigi spriezot, var iegit, ja pie-
nem, ka kastite ir nevis viena, bet divas dazadas melnas bumbinas? t11s?

ATBILDE: C!_, = Cr242Cr '+ Cr un C! 4, = CL=343C124+3C1 1+ Cr.
<
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2.4. I}Iﬁtona binoma formula

1.  Sai paragrafa ar kombinatorisku apsverumu palidzibu patvaligam kapina-
tajam n iegusim izteiksmes (x4 y)" izvirzijumu, ko dabu sareizinot n binomus
z + y. Sadu izvirzijumu médz saukt par binomialo izvirzijumu.

Lasitajam jau ir pazistami izvirzijumi binoma x + y otrajai un tresSajai
pakapei. Tomer detalizeti izrakstisim, ka tos dabu.

(z+y)?=(@+y)(z+y) =2z +ay+yr+yy =2+ 20y + >

(z+y)? = @+y)e+y)(rt+y) =
= xxr + rry + ryr + xyy +yrr + yry + yyr + yyy =
= 2%+ 32%y + 3wy + o>

Ka redzams, gala izvirzijuma katru locekli dabu, vispirms sareizinot pa
vienam nemtus loceklus no visam iekavam, bet pec tam savelkot Iidzigos
reizinajumus. leverojiet, ka rezultata iegtitaja polinoma visiem locekliem ir
viena un ta pati pakape (x un y kapinataju summa) — 2 vai, attiecigi, 3.
Izmantosim So pasu ideju arl visparigam gadijumam ar patvaligu kapinataju.
Tiesa, mes vairs nevaresim izrakstit visas detalas, un galvenie vertejumi bis
jaizdara prata.

Izversta veida

(z+y)"=(@+y)(z+y) - (z+y).

n reizes

Lai sareizinatu visus labas puses binomus, no katra izvelamies vienu locekli
x val y un sareizinam tos. Ta ka binomu skaits ir n, ta iegist reizinajumu
izskata x'y"~", kur, atkariba no papemto loceklu = skaita, kapinatajs i var
but jebkurs skaitlis, sakot ar 0 un beidzot ar n. Atkartojam So proceduru
visos iespejamos veidos; ka redzejam konkretajos paraugos, tad dala ieguito
reizinajumu bus 1idzigi. Beidzot, summeéjam iegttos reizinajumus. Ilegutas
summas visparigais loceklis biis izskata c;z'y™ %, kur ¢; ir pagaidam nezinams
koeficients. Lai uzzinatu, kads tas ir, noskaidrosim, cik veidos var reizinajumu
x'y"" iegiit, t.i., k& no minetajiem binomiem var i reizes izveleties saskaitamo
z. Tad no atlikusajiem binomiem, kuru ir n — i, atliks (bez kadas ipasas
izveles!) panemt y.

Sis ir jau pazistams uzdevums par izlasem — cik veidos no n priekimetiem
(Seit — binomiem) var izveleties kaut kadus i (tos, no kuriem naks x). Izlases
Seit ir nesakartotas (ir vienalga, kada kartiba sareizina i vienadus reizinatajus)
un bez atkartojumiem (no katram iekavam z nem tikai vienreiz). Tatad
mekletais koeficients ¢; pie z'y" " ir CL.
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Patiesam, nav gruti parliecinaties, ka miisu sakuma piemeros 1 = CY = C?
un 1 = CY = C3, 2 = C5, bet 3 =C) = C2. Tapat ieverota sakariba
koeficientu noteiksanai der arl gadijumam n = 1, kad (z + y)! =z + .

Tagad izrakstisim iegtito izvirzijumu:

Cra"y” + Oyl ly -+ Cualy,
jeb, sakartojot to pec augosam z pakapem,
C«omo Cl 1 n l Cn n
n
Ta esam atklajusi, un vienlaikus — ari pieradijusi sadu teoremu:

BINOMIALA TEOREMA. Jebkuram naturalam n

:E+y Zczznz

Pasu teorema mineto vienadibu medz saukt arl par Nutona binoma formulu.

Arpus kombinatorikas binomialo teoremu parasti pierada ar matematisko
indukciju. Izrakstisim arisadu pieradijumu, laujot lasitajam abus pieradijumus
salidzinat un izvertet, kurs ir ,labaks”. Tac¢u nakamo punktu bez bazam var
arl izlaist: talak to nekur nevajadzes.

2. Binomialas teorémas pieradijums ar matematisko indukciju.

Mums bis jaatceras, ka (*) jebkuram n CY=(C" =1 un ka (**) jebkuram
nun visiem ¢ =1,2,...,n C,+Ci=t =Cl . (skat. K1, K12 un K20).

A. Indukcijas baze: n = 1.

Isteniba més to jau parbaudijam iepriekseja punkta. Parbaudamas vie-
nadibas kreisaja puse ir (z + y)', bet labas puses summa ir tikai divi locekli
CY2%! un Ciz'y?, kas vienadi ar x un, attiecigi, y. Tatad sai gadijuma Nutona
binoma formula ir speka.

B. Induktiva pareja.

Induktivais pienémums: iedomajamies, ka parbaudama vienadiba jau ir
speka kaut kadai n vertibai k, kur k£ > 1, t.i., ka

(x + y Z C’,i:c’yk ‘

Induktivais solis: paradam, ka ta ir speka arl nakamajai n vertibai k + 1,
t.i., ka

k+1
1 1)—
(z +y)** Z Ci, aiy®+D
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Sakam ar kreiso pusi un izmantojam induktivo piepémumu:
(z+y)"™ = @+y)(@+y)=(+y)- chzgl,zyk i
— Z leZ‘Fy'ZC,Zf:UZyk i _
— ZCZ z+1kz+ZCz zkz—i—l

Lai vieglak saskatitu savelkamos lidzigos loceklus no abam summam, ir liet-
derigi vienadot visparigajos loceklos kapinataju izskatu. Pirmo summu, kas
izversta veida ir

CYx'y® + Cla?yF ' + -+ Oty
var parrakstit ka Y8 O tatyF it Atdalot te atseviski pedejo locekli, bet
otraja summa — pirmo locekh, ka arlnemot vera (*) un (**), galu gala dabujam

k
(Jf—f—y)k—ﬂ _ (chi—ll,iyk—i—i—l_f_cllsmk—l—lyO) 0 k+1+ZCz i, k— H—l
i=1
— xOykJrl_i_Z(CIzﬁfl+C]z€)xzykfz+1+xk+1y0:

i=1

_ 0 .0 ktl i ktl—i kel ke, 0
= Cppry +ZCk+1x + O™y
=1
k+1

. i k+1—3
- ZCka

Induktiva pareja ir veikta, un lidz ar to parbaudama vienadiba patieSam
speka visam teoréma minetajam vertibam. Binomiala teoréma ir pieradita. <«

Pieversisim tikai vel uzmanibu tam, ka induktivais pieradijums nevar teo-
remu atklat: tas formulejums ir jau jazina, un tad to var induktivi pamatot.

3. Skaitlus C, nemot vera to lomu binomialaja izvirzijuma, medz saukt
par binomialajiem koeficientiem.

Binomialajai teoremai ir vairakas interesantas sekas. Nemot z = y = 1,
dabtjam vienadibu

K21: Y7, Ci = 2n = A,

Bet janem x = —1 un y = 1, tad dabu
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K22: 30, (=1)'Ct = 0.

2.8. VINGRINAJUMS. Uzrakstiet binomialo izvirzijumu (ar skaitliskiem ko-
eficientiem) izteiksmém (a + b)® un (@ — b)°. Tad nemiet a = 1,b = 1 un
parbaudiet abas pedejas vienadibas gadijumam n = 6. <

No vienadibas K21 izriet

TEOREMA PAR APAKSKOPU SKAITU. Kopai, kurai ir n elementu,
ir 2" apakskopu.

Pieradijumam atliek vienigi atcereties, ka ikviena kopas apakskopa ir tas ele-
mentu kombinacija, un ari otradi — katra tada kombinacija ir kopas apaksko-
pa. Tatad binomialais koeficients C rada, cik n elementu kopai ir apakskopu
ar ¢ elementiem, bet summa K21 kreisaja puse — cik tai apakskopu ir pavisam.

2.9. VINGRINAJUMS. Parliecinieties, ka jebkuriem n, k,[ > 0 ir speka vie-
nadiba

K23: Y, CLAL AT = Ap,,. <
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2.5. Uzdevumu risinajumu paraugi

1. Cik pavisam ir n-ciparu naturalu skaitJu (n > 1), kuros
cipari ir dilstosa seciba,
cipari ir augosa seciba,

visi cipari vienadi,

neviens cipars nav mazaks par nakoso,

)
)
(c)
(d) visi cipari dazadi,
)
)

nav Ipasu ierobezojumu.

Atgadinasim tikai, ka daudzciparu skaitlu veidosanu jau vairakkart apsprie-
dam, un aprobezosimies ar atbildem. Protams, skaitla pirmais cipars nav
nulle.

ATBILDES: (a) Cfy, (b) C§, (c) C5, (d) C3A5™", (e) Cfy — 1, (f) Co AT,

2.  Darbosimies ar drusku neparastu domino komplektu.
(i) Cik pavisam ir domino kaulinu, kuru galos punktus raksta no 0 Iidz k?
(ii) Cik tad ir tadu kaulinu paru, kurus var pielikt vienu otram gala?

(i) Atgadinasim, ka parasta domino kaulinu komplekta, kur £ = 6, ir 28
kaulini. So skaitli var dabiit, piem., ta. Ir pavisam septini kaulini, kuriem
vismaz viena gala ir sesnieks. Tiem japieskaita sesi kaulini, kuriem viena gala ir
piecnieks, bet otra nav sesnieks. Vel japieskaita pieci kaulini, kuriem viena ga-
la ¢etrinieks, bet otra — ne vairak par cetri u.t.t. Tapat domajot vispariga ga-
dijuma, dabtisim, ka mekletais kaulinu skaits ir 1 +2 +--- + (k 4+ 1). Ja vel
turklat ir zinama formula pirmo k + 1 naturalo skaitlu summas aprekinasanai,
galu gala iegtistam atbildi 1 (k + 1)(k + 2).

Si atbilde, protams, ir pareiza, bet tada risinajuma, iznemot saskaitiSanas
principa lietojumu, nav neka no kombinatorikas, un, uzdevumu atrisinot, ne-
esam iemacijusies neko jaunu, kas varetu noderet citos. Tapec aplitkosim
citadu risinajumu.

Vispirms parformulésim uzdevumu sadi. Iedomasimies, ka musu riciba ir
»tuksi” domino kaulini — sagataves bez uzraditiem punktiem, un ka mums
pasiem Sie punkti uz katra kaulina jauzraksta; cik sagatavju bus vajadzigs,
lai iegtitu maksimali daudz kaulipu? Nemam vienu sagatavi; lai to parverstu
par domino kaulipu, mums tad jaizlemj, ko rakstit katra sagataves gala. Tas
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nozime, ka mums jaizvelas divi no k + 1 pielaujamajiem skaitliem jeb javeido
2-izlase no k + 1. Vai pielaujami atkartojumi? Protams, ja: ta iegiisim t.s.
dubletus. Vai §is izlases jauzskata par sakartotam? Ne, jo samainot vietam
kaulina galos noraditos punktus, mes nedabtijam citu kaulinu. Tatad pavisam
izlietosim C?., sagataves, un ta arl ir atbilde. K16 rada, ka ta sakrit ar
ieprieksejo. Vienlaikus esam pamatojusi formulu

14+24--+n=3n(n+1),

ja ta nav bijusi zinama agrak.

Dazkart dubletus un parejos kaulinus skaita atseviski. Protams, dubletu
skaits ir C,;. Tuksu sagatavi parverst par kaulinu, kas nav dublets, var C7,,
veidos. Abu skaitlu summa dod galigo kaulinu skaitu un vienlaikus vel vienu
sakaribu starp pamatskaitliem, kuru gan nenumuresim:

2 _ 2
Cip1 = Crn + i

Pec K15 vai K20 atbildi var izteikt ari ka C2,. So pedejo skaitli var
iedomaties ka to domino kaulinu skaitu, kam punktus rakstano 0 lidz k+1 un
kas nav dubleti. Kads tam sakars ar miisu uzdevumu? Atlasiet tos kaulinus,
kam viena gala ir k£ + 1, un rakstiet tai vieta to pasu punktu skaitu, kas ir
kaulina otra gala: ta bus precizi iegiits domino komplekts ar punktiem lidz £.

(ii) Dabisks vilinajums ir nemt visus nupat saskaititos kaulinus, izraudzities
no tiem divus piemerotus, un apsvert, kada izlase tad veidojas. Pirmo kaulinu
nem brivi; lai piemekletu otro, tagad jaskiro divi gadijumi. Ja pirmais kaulins ir
dublets, varam piemeklet tam k pariniekus. Pavisam ir k + 1 dublets, tapec
sada karta dabtjam jau k(k 4+ 1) parus. Ja pirmais kaulins nav dublets, k
kaulinus tam var pielikt katra gala. Kaulinu kas nav dubleti, ir n — & — 1,
kur n ir visu kaulinu skaits (skat. (i)). Sadi dabtijam (n — k — 1) - 2k parus;
kopa tatad ir k(2n — k + 1) jeb k(k + 1)* mekleto paru.

Tacu §1 atbilde nav gluzi pareiza, jo, rikojoties aprakstitaja veida, pari
tiek uzskaititi vairakas reizes. Pienemsim, ka pirmais kaulips ir dublets 6:6;
tam gala var pielikt 6:5. Velak, kad par pirmo kaulipu tiks nemts 5:6, tam
viena gala vares pielikt 6:6. Ta Sis paris tiek uzskaitits divreiz.

Pie 5:6 var pielikt arl kaulinu 3:5, bet pec tam, uzsakot ar 3:5, dabu to pasu
pari, turpinot ar 5:6. Tatad arl tas tiek uzskaitits divreiz. Citadu atkartojumu
nav (padomajiet, kapec!), un galu gala izradas, ka paru patiesiba ir divreiz
mazak.

Ir verts pameklet citu, isaku celu. Nemsim atkal tuksas sagataves, saku-
mam divas. Lai iegtitu vienu pie otra pieliekamu kaulinu pari, jaizvelas tris
skaitli: viens, ko rakstit kopa saliktajos galos, un divi, kas bus brivajos ga-
los. Pirmo izveli var izdarit C} 41 veidos. Divi pareji skaitli, acimredzot, nevar
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bt vienadi, un nav svarigi, kura tuksaja pozicija katru no tiem raksta. So
izveli tad var izdarit C7, | veidos. Kopa péc sareizinasanas likuma ir C},,CZ,,
iespeju, ka aizpildit abas sagataves.

Vel pardomajot, ir redzams, ka sadi rikojoties, neviens vajadzigais kaulinu
paris nepaliks neiegiits un nevienu neiegtisim vairakkart. Tapec nupat izre-
kinatais reizinajums ir arl galiga atbilde. Ieverojiet, ka Soreiz nemaz nebija
jazina skaitlis n — kaulinu kopskaits!

ATBILDE: (i) CZ,y = Chyy + CFyy = 5(k+ 1)(k +2), (il) Ch,CEy =
Th(k+ 1) <

3. (DU 32) Krosa skréjiena piedalijas Janis, Aldis, Martins un vel 17 skoleni.
Cik ir tadu gadijumu, kuros

Aldis un Martips finiS€ja viens aiz otra;

Aldis un Janis neierindojas blakus esosas vietas;

Martins nebija ne pirmais, ne pedejais;

Aldis bija pirmais, bet Janis nebija pedeéjais;

Janis, Aldis un Martins ieguva pirmas 3 vietas;

Janis, Aldis un Martins finiSeja noraditaja seciba;

Janis finiseja pirms Martina;

Aldis finiséja pirms Jana un Martina?

Pec skrejiena visi 20 skoleni sarindojas noteikta seciba atbilstosi iegtitajam
vietam (pienemam, ka nefiniseja vairaki reize), un mums patiesiba jasaskaita,
cik veidos, atbilstosi uzdevuma noteikumiem, tada sarindoSanas ir izdarama.
Lai butu vieglak saskatit, kur Seit rodas kadas izveles un izlases, labak aizstasim
skrejienu ar kadu ertak veicamu sarindoSanas proceduru. Izmantosim divas
sadas: iedomasimies, ka

e varda nenosauktie skrejiena dalibnieki sastajas viena rinda, bet pec tam
Janis (J), Aldis (A) vai Martins (M) izraugas vietas sev (rindas sakuma,
beigas vai starp rinda stavosajiem),

e skrejiena dalibnieki izloze vai pasi izvelas kartas numurus no 1 lidz 20.
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Vienu un to pasu piemeru meginasim risinat dazadi, bet atbildi aprakstisim
ar piemerotu pamatskaitli vai ari ar pamatskaitlu kombinejumu (skaitliskas
atbildes var atrast krajuma DU). Nav izsléegts, ka kada piemeéra var spriest vel
savadak.

(a) 18 skoleni (bez A un M) var nostaties rinda Pjg veidos. Tad A ar M var
iestaties viena no 19 vietam; pie tam A drikst nostaties pirms M vai arl otradi.
ATBILDE: PigCliyPs.

A un vel 18 skolenu nostajas viena rinda. Pec tam M nostajas vai nu tiesi
pirms, vai arl tiesi aiz A. ATBILDE: PyC].

A ar M izvelas divus blakus eso$us kartas numurus un sadala tos sava starpa.
Isteniba viniem jaizvelas viens numurs no 1 lidz 19; tiesi sekojosais vairs
neprasa jaunu izveli. Parejie sadala atlikusos 18 numurus. ATBILDE: 2C{,P;s.

(b) 20 skoleni var nostaties rinda Py veidos. Soreiz miis interese tiesi tie
veidi, kas netika uzskaititi (a) punkta. ATBILDE: Py — 2Pj9.

A un vel 18 skoleni nostajas viena rinda, pec tam J izvelas piemeérotu vietu.
ATBILDE: PoCls.

(c) 19 skoleni (bez M) nostajas viena rinda, péc tam piemerota vieta iestajas
M. ATBILDE: PjyCls.

Tadu izvietojumu viena rinda, kur M ir pirmais, ir P9, un tikpat ir izvie-
tojumu, kur M ir pedejais. ATBILDE: Py — 2Pjy.

M izvelas vienu numuru starp 2 un 19, bet paréjie sadala atlikusos 19.
ATBILDE: ClgPyo.

(d) 18 skoleni (bez A un J) nostajas viena rinda. A nav izveles, bet J
izvelas sev piemérotu vietu. ATBILDE: PjgClg.

A panem savu pirmo numuru (bez izveles), J izvelas sev numuru no 2 lidz
19, bet parejie sadala atlikusos 18 numurus. ATBILDE: ClgPs.

(e) J, A un M sadala sava starpa pirmos tris numurus, paréejie — atlikusos
17. ATBILDE: P3Pi5.

17 skoleéni (bez nosauktajiem) nostajas viena rinda, bet J, A un M nostajas
rindas sakuma patvaliga seciba. ATBILDE: P;7P;.

(f) 17 skoleni nostajas viena rinda. J, A un M tagad var sev izveleties (ar
atkartojumiem) 3 no 18 vietam rinda. Savu vietu seciba viniem nav jaizvelas
— ta noteikta uzdevuma. ATBILDE: Py;C%.

17 skoleni izvelas katrs sev vienu numuru no 1 lidz 20, bet J, A un M paliek
tris parcjie; katrs no viniem jau zina, kur§ bus kuram. ATBILDE: A}

J, A un M izvelas sev tris numurus; nav jaskaidro, kuram bus kurs. Parejie
sadala sava starpa atlikusos 17 numurus. ATBILDE: C5,Py7.

Bridinajums: §is atbildes nesakrit ar DU noradito, kas vai nu nav pareiza,
vai arl rodas ka citadi izprotot (f) uzdevuma tekstu.

(g) Spriezot tapat ka (f) punkta, var dabiit atbildes P;gC%, AL vai C2)Ps.
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Puse visu iespejamo gadijumu ir tada, kur J ir pirms M, otra puse — kur
ir otradi. ATBILDE: 3 Py.

J izvelas numuru no 1 lidz 19, bet M — lielaku. Parejie sadala sev atlikusos
18 numurus. Pirmo izveli var izdarit Cly, bet treso — Pjg veidos; diemzel,
te nav pasakams, cik veidos numuru var izveleties M: tas atkarigs no ta, ko
izvelejies J. Tapec neatliek nekas cits, ka izskatit visus gadijumus un lietot
saskaitiSanas principu. ATBILDE: (19 + 18 + -+ 1) - Pjg jeb C3,Pys.

(h) A, J un M izvelas sev tris numurus (mazakais tiek A, abi paréjie —
J un M nenoteikta seciba). Pa to laiku paréjie sadala atlikusos 17 numurus.
ATBILDE: C5,P, - Py7.

Spriezot tapat ka (f) punkta, var noskaidrot, cik ir gadijumu, kad A, J un
M finiseja Sai seciba. Tikpat ir gadijumu, kad M un J ir mainitas vietas, bet
aiz A. ATBILDE: 243

Piezime: tas ir divreiz vairak neka noradits DU. Tur varétu but minéts
gadijumu skaits, kad A finiseja pirms J, bet J, savukart, pirms M.

4. (DU 64) Skolenam ieskaitei jasagatavo 20 jautajumi. Cik dazados veidos
skolotajs var uzdot tris jautajumus ta, lai vismaz vienam no tiem numurs biitu
lielaks par 157

Salidziniet: Kastite ir 20 dazadas bumbinas — 5 baltas un 15 melnas;
no tam jaizpem tris ta lai vismaz viena butu balta. Te ir arl vajadziba pec
saskaitiSanas principa.

ATBILDE: C3Cts + C2Ci; + C3 (neder CiCYy).

5. (DU 93) Kontroldarbu rakstija 16 skoleni. Viens skolens sanema atzimi 5,
devini — atzimi 4, ¢etri — atzimi 3, bet divi — atzimi 2. Cik dazadu atzZimju
sadalijumi ir iespéjami?

16 bumbinas jasadala pa 4 urnam ta lai pirmaja butu 1, otraja 9, tresaja 4,
ceturtaja 2 bumbinas.

ATBILDE: P(1,9,4,2) jeb ClsC:Cq.

6. (DU 97) Sesciparu skait]a pieraksta ir izmantoti tikai cipari 1, 2 un 3, pie
tam katra skaitli cipars 2 ir izmantots tiesi divas reizes. Cik Sadu seSciparu
skait]u var uzrakstit?

Ta ka te ir noteikts ierobezojums, vienkarsi sesreizeja cipara izvele nederes.
Vispirms izskirsimies, kuras pozicijas rakstit divnieku, bet parejas cetras vienu
ciparu no diviem atlikusajiem varam izveleties brivi.

ATBILDE: CZAj.
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7. (DU 104) No 10 dazadiem ziediem jaizveido bukete ta lai taja butu vismaz
divi ziedi. Ar cik dazadiem panémieniem to var izdarit?

ATBILDE: C})+ Cy+ -+ C1f jeb 21% — (CY, + Cly).

8. (DU 108) AutomobiJu numuri sastav no 3 burtiem (pavisam izmanto 30
burtus) un 4 cipariem. Cik automobiliem var izdot valsts numuru zimes, ja
nekadiem diviem automobiliem numuri nedrikst buit vienadi?

Protams, labak skaitit ne automobilus, bet iespejamos numurus.

. A3 A4
ATBILDE: A3,A7,.

9. m baltas un n melnas bumbinas jaizvieto viena virkne ta, ka
(a) nav nekadu ierobezojumu,
(b) virkne nesakas ar baltu bumbinu,
(c) divas melnas bumbinas nekur nav blakus,
(d) visas melnas bumbinas atrodas vienkopus — blakus cita citai.

Cik veidos to var izdarit, ja visas vienas krasas bumbinas ir neatskiramas?

lespejami vismaz cetri panemieni, ka iegut vajadziga izskata bumbinu virk-
ni: (i) vispirms izvietojam viena rinda visas melnas bumbinas (to var izdarit
viena vieniga veida), tad piemerotas vietas ieliekam baltas, (ii) otradi —
vispirms izvietojam rinda visas baltas bumbinas (viena vieniga veida), tad
piemerotas vietas ieliekam melnas, (iii) iedomajamies, ka viena rinda novieto-
tas m +n kastites, un liekam katra kastite vienu bumbinu, (iv) ja gatava bum-
binu izvietojuma pievers uzmanibu tikai bumbinu krasam, tad tas nav nekas
cits ka divu krasu permutacija ar atkartojumiem. Izpetisim katra no c¢etriem
prasitajiem gadijumiem visus Sos papemienus.

(a) (i) Ikvienu balto bumbinu var likt melno rindas sakuma, beigas vai starp
jebkuram melnajam bumbinam. ATBILDE: C} ;.
(ii) Spriezam lidzigi. ATBILDE: C”. .

(iii) Izvelamies jebkuras m kastites baltajam bumbinam, parejas atliks
melnajam (var ari otradi). ATBILDE: C}, jeb C7 . .

m+n
(iv) Mus interese patvaligas divu krasu permutacijas, kuru sastavs ir
(m,n). ATBILDE: P(m,n).
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(b) (i) Soreiz baltu bumbinu nedrikst likt melno rindas sakuma. ATBILDE:
cr.
(ii) Noliekam vienu melnu bumbinu rindas sakuma, ar parejam rikojamies
tapat ka ieprieks (rindas sakuma var likt vel!). ATBILDE: CJ}).

(iii) Ieliekam pirmaja kastite melnu bumbinu, bet ar parejam rikojamies
tapat ka ieprieks. ATBILDE: C™, ., jeb Clil 4.

(iv) Pirmaja pozicija krasa ir fikséta. ATBILDE: P(m,n — 1).

(c) (i) Vispirms ielickam melno bumbinu rinda katra starpa vienu baltu;
tas izdarams viena vieniga veida. Ja vel paliek baltas bumbinas, tas

izvietojam brivi (ka (a) gadijuma). ATBILDE: C]" "'

(ii) Katra no m 4 1 vietam var likt ne vairak ka vienu melnu bumbinu.
Izvelamies tas n vietas, kuras melnas bumbinas biis. ATBILDE: C7) ;.

(iii) Nav isti laba ricibas plana. Var darit ta: ieliekam n — 1 kastite pa
baltai bumbinai un atlickam $is kastites mala rezervei: kad atlikusas
bumbinas (to ir m + 1) brivi bus izvietotas pa paréjam kastitem, no-
vietosim pa vienai rezervetajai kastitei tudal aiz katras kastites, kura ir
melna bumbina. Rezervesana, protams, ir bez variantiem. ATBILDE:
Cn .y jeb C+t,

(iv) Lidzigi: rezervejam n — 1 baltu bumbinu, kuras ielikt aiz katras
melnas bumbinas, iznemot pedejo, kad parejas bumbinas bus izvietotas
patvaliga rinda. Tatad mums jartipejas tikai par abu krasu (m + 1)-
permutacijam ar sastavu (m —n + 1,n). ATBILDE: P(m —n+ 1,n).

(d) (i) Dalu balto bumbinu (varbut visas vai arl nevienu) liekam melno rindas
sakuma, parejas beigas. Jaizlemj, cik likt sakuma — viens no m + 1
skaitliem. ATBILDE: C} ;.

(ii) Visas melnas bumbinas kopa jaielieck viena no iespejamam m + 1
vietam. (Var domat ta: cik veidos pie baltajam var pievienot vienu
melnu; parejas melnas tad liek turpat, un tas nerada jaunus variantus.)
ATBILDE: C, ;.

(iii) Jaizraugas, kur likt pirmo no melnajam bumbinam; tas nedrikst bt

parak tuvu kastisu rindas beigam. ATBILDE: Cf,,\ ) ¢, 1)-

(iv) Visu melno bumbinu rindu uzskatam par vienu melnu objektu. AT-
BILDE: P(m,1).

10. Tas pats, ja visas baltas un visas melnas bumbinas ir dazadas.

Var, protams, atkartot ieprieksejos spriedumus un meklet, kur bus vajadzi-
gas kadas korekcijas. To izdarit pat butu pamacosi. Tomer visvienkarsak ir
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Saut visus zakus ar vienu Savienu. ledomasimies, ka iepriekseja uzdevuma iz-
vietojumos peksni pamanam, ka bumbinas isteniba ir dazadas. Tatad katra no
Siem izvietojumiem vajag vel visos iespejamos veidos samainit vietam visas
baltas, ka arl visas melnas bumbinas. To var izdarit attiecigi P, un P, veidos.
Tatad visas iepriekseja uzdevuma atbildes japareizina ar P, P,.

Paraudzisimies vel, ka So uzdevumu risinat tieSi — neatsaucoties uz ie-
prieksejo.

(a)

(b)

Ja reiz visas bumbinas dazadas, Saja gadijuma to krasai nav nozimes.
ATBILDE: P, 1,.

Vispirms izraugamies vienu no baltajam bumbinam un liekam to rindas
sakuma. Parejas salieckam patvaliga rinda — tapat ka ieprieks, tam krasa
vairs nav svariga. ATBILDE: C! P, 1, 1.

Baltas bumbinas vienas pasas var izvietot rinda P, veidos. Starp tam
(ieskaitot arl divas brivas vietas pirms un aiz tam) A}, veidos var
noteikta seciba izraudzities vietas kur nolikt pa vienai melnai bumbinai.
ATBILDE: P,Aj}, .

Baltas bumbinas kopa ar vel vienu sarkanu (ta radis, kur bis melnas
bumbinas) var izvietot rinda P, veidos, bet melnas — P, veidos. Tad
sarkano bumbinu aizmetam, bet tas vieta, secibu nemainot, saliekam
visas melnas. ATBILDE: P,,.1P,.

Tagad, izdalot §is atbildes ar P,,P,, var dabtit atbildes uz attiecigajiem ie-
priekseja uzdevuma jautajumiem.
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3. Izmeginajumi un notikumi

Sis divas idejas ir jau pasu vienkarsako kombinatorikas un varbiitibu teorijas
faktu pamata, tadel arl kursu turpinam, iepazistoties ar attiecigajiem jedzie-
niem. Izmeginajumus biezi sauc arl par eksperimentiem; nozimes zina radnie-
cigs ir jau iepriekseja nodala biezi lietotais termins ’izvele’.

. . — 6 e —
3.1. Kas ir izmeéeginajums?

Katram izmeginajumam, ka So vardu sapratisim miisu kursa, ir raksturiga kaut
kadas sakotnejas nenoteiktibas likvideSana: pirms izmeéginajuma izdarisanas
mums jarekinas ar dazadam iespejam, kads bus ta iznakums, bet izmeginajuma
gaita realizéjas viena no tam. Ievada jau apspriedam vairakus izmeginaju-
mus — divu spelu kaulipu meSanu, vienas vai divu monetu meSanu, domino
kaulina izveli. Vispar, jebkura veida izlases veidosana ir kombinatorikai tipisks
izmeginajums. Luk, vel dazi konkreti izmeginajumu piemeri:

(a) Plaukta ir vairakas gramatas; nem vienu no tam.
(b) Vilciena vagona izvelas vienu no brivajam sedvietam.

(c) Valsts futbola ¢empionata noskaidrojas tris labakie klubi, kuri piedalisies
dazados Eiropas turniros.

(d) No kastites ,,uz labu laimi” izvelk vienu no tur esosajam lozem.
(e) Sakot saha (vai dambretes) partiju, baltie izvélas pirmo gajienu.

(f) Izdarot sociologisku aptauju, pieraksta aptaujajama vecumu (pilnus ga-
dus).

(g) Asins analizes laika laboratorija nosaka hemoglobina daudzumu procen-
tos pacienta asinis.

(h) Saeimas velesanas noskaidro, kuras partijas bus parlamenta parstavetas.
(i) Sacikstes savejs ar katru savienu iegust no 0 lidz 10 punktiem.

Ka redzam, izmeginajuma raksturs un fizikala izpausme var but visai da-
7adi, tacu tam nav nozimes izmeéginajuma matematiska apraksta. Toties ir
svarigi apzinaties, ka kads izmeginajums ir viennozimigi noteikts, bet teorema
vai uzdevums, kura ir runa par izméginajumu — pareizi saprotams vienigi
tad, ja ir noskaidrotas, kadas tad ir nodalas sakuma pieminetas iespejas jeb
81 izmeginajuma iznakumi. Misu septinos piemeros tas it ka redzams no
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izmeginajuma apraksta. Tacu dazkart ar meginajuma gaitas aprakstu vien
ir par maz. Mes jau redzejam ievada 1. punkta, ka par divu kaulinu metiena
rezultatu vareja uzskatit gan uzkrituso punktu summu, gan pasus uzkritu-
mus, pie kam pedeja gadijuma bija vel svarigi izSkirt, vai jainteresejas par
nesakartotiem vai sakartotiem skaitlu pariem. Minesim vel kadu piemeru.

3.1. PIEMERS. Noverotajs no malas redz, ka Janis izvelk vienu karti no
pilnas karsu pacinas, kura ir 52 kartis. Laikam gan visdabiskak ir iedomaties,
ka te katra karts (proti, noteikta veida apdrukats kartona gabalins) ir viens
iespejams iznakums. Lidzvertigi noverotajs varetu domat, ka iznakums ir
izvilktas karts pilnigs apraksts, kas satur karts masti (jeb sugu) un numuru
(nosaukumu), piem., #5. Tacu Jani, varbut, interese tikai izvilktas karts masts
vai arl tikai tas numurs — tad tie ir jau divi citi izmeginajumi ar Getriem
(O, 0, b, &) vai ar trispadsmit iznakumiem. Vel vienkarsaks ir izmeginajums,
kura Janis fikse vienigi, vai bus duizis, vai ne; te ir divi iznakumi. Noverotajs,
kurs redz tikai izmeéginajuma norisi, nevar zinat, kurs no $iem izmeginajumiem
notiek. <

Uzskatisim, ka fikset kaut kadu izmeginajumu nozimé noradit kadu
kopu €2 kopa ar procediru, kas |auj izraudzities no is kopas jebkuru
tas elementu. Kopas {2 elementus sauksim par izméginajuma iespéja-
majiem iznakumiem, un padu kopu £ — par izméginajuma iznakumu
kopu.

(Simbols € ir grieku alfabeta lielais burts, kuru lasa Omega.)

Patiesiba ikviena kopa, lai kas arl nebtitu tas elementi, der par iespejamo
iznakumu kopu kadam izmeginajumam, kura izvelas vienu §is kopas elementu.
Pie tam vards ’izvelas’, ka rada sakuma uzskaititie piemeri, te jasaprot visai
plasa nozime. Darbosimies gan tikai ar galigiem izméginajumiem, t.i., tadiem,
kam galigs skaits iznakumu (netriviala gadijuma — vismaz divi). Protams,
izmeginajumu izpildot, katrreiz paradas tikai viens iznakums, tacu, ka jau bija
uzsverts, piepemam, ka nav tadu iznakumu, kuri nevar paradities nemaz.

Piezime. SI pedeja noruna dazkart var sagadat tiri praktiskas
griitibas. Piemeéram, sociologiskaja aptauja (skat. (f) piemeru sada-
Jas sakuma) dabiska iznakumu kopa bttu iespejamo atbilzu (gadu
skaitu) kopa. Bet pirms aptaujas izdariSanas ta nav zinama: var
vienigi noradit pietiekami plasu atbilzu diapozonu, teiksim, no 6
lidz 80 gadiem. Tomeér iespejams, it Ipasi, ja aptaujajama grupa
nav liela, ka ne visi skaitli Sai diapazona tiks nosaukti. Tacu preciza
aptaujajamo cilveku gadu skaitu kopa, kaut nav zinama, protams,
pastav, un ta tad arl jauzskata par kopu € $ai izmeginajuma.
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No otras puses, jauzsver, ka jau pec savas definicijas iznakumu kopa vien-
mer ir pilna tai nozime, ka, izmeéginajumu izdarot, vienmer paradas kads no
sai kopa esoSajiem iznakumiem un nekadu citu iznakumu vienkarsi nav. Ja
monetas meSanai paredzéta iznakumu kopa {c,&}, tad tas nozime, ka §1 iz-
meginajuma matematiskaja apraksta izslegta, piem., iespéja monétai nokrist
un palikt uz malas, t.i., tadi metieni tiek ignoreti. Lidzigi, uzskatot, ka
savejs ar katru savienu ieguist no 1 lidz 10 punktiem (skat. pedéjo no sakuma
piemeriem), mes galu gala apzinati vai neapzinati ignoréjam tos savienus, kad
savejs mérl,d nemagz netrapa.

3.2. Notikumi un to salidzinasana

1.  Nereti (ka tas bija 1. (ievada) nodala), izdarot izmeginajumu, mus in-
terese ne tik daudz, kads bus iznakums, bet gan — vai izpildisies kads noteikts
ar iznakumiem saistits nosacijums (vai pat vairaki).

Par notikumu apskatam3a izméginajuma sauksim to faktu, ka izpildas
kads nosacijums,

un $is nosacijums tad ir mineta notikuma apraksts. Nosacljums izméeginajuma
var izpildities, bet var ari neizpildities; lidz ar to attiecigais notikums var no-
tikt, bet var isteniba arl nenotikt. Piem., ja s nozime divu spelu kaulinu
uzkrituso punktu summu (ka 1. nodala), medz teikt gan, ka metiena

izpildijies (vai nav izpildijies) nosacijums s < 4,
gan ari — ar to paSu domu —
noticis (vai, attiecigi, nav noticis) notikums, ka s < 4.

3.2. PIEMERS. Burvju makslinieks grib pirms uzstasanas savas k kabatas
noslept [ burvju lietas. Te rodas izméginajums, kuram, ka zinam no ie-
priekseja nodalas 2.16. piemera ar bumbinam un urnam, ir AL iznakumu —
Soreiz tie ir lietu izvietojumi kabatas. Viens iespejams notikums ir, ka katra ka-
bata ir ne vairak ka viena lieta, cits — ka katra kabata ir tiesi viena lieta,
vel cits — ka neviena kabata nav palikusi tuksa, vel cits — ka tresaja ka-
bata gadijusas tiesi tris lietas u.tml. <

Kad met vienu kaulinu, nosacijumi "uzkritusi 4 vai 5 punkti’ un 'uzkrituso
punktu skaits nav skaitla 6 dalitajs’ ir lidzvertigi tai nozime, ka tie vienmer
izpildas vai arl neizpildas abi reize. Tadejadi,

[idzvertigi nosacijumi apraksta vienu un to pasu notikumu.
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Tas ir viens no iemesliem, kapec parasti runa tiesi par notikumiem — ka re-
dzesim, ta izradas parocigak.
Tapat ka vietam jau darljam ievada nodala,

iespgjamu izméginajuma iznakumu sauksim par labvéligu kadam no-
tikumam, ja, $im iznakumam paradoties, mingtais notikums patiesam
notiek; pargjos iznakumus sauksim par notikumam nelabuvéeligiem.

Piemeéram, ievada pirmaja paragrafa mes saskaitijam, ka, metot divus spelu
kaulinus, notikumam s < 4 ir 4 labveligi iznakumi, kad kaulini vienadi, un
6, kad tie dazadi. Ja kastite ir 3 pilnas lozes un 7 tuksas, tad notikumam,
ka izvilkta loze bius pilna, ir 3 labveligi un 7 nelabveligi iznakumi. No tikko
parrunata izriet

NOTIKUMU VIENADIBAS KRITERIJS: ja diviem notikumiem ir vieni
un tie pasi labvéligie (tatad ari nelabveligie!) iznakumi, tad Sie
notikumi sakrit.

Citiem vardiem, tas isteniba ir viens un tas pats notikums. Salidzinot So kon-
statejumu ar ieprieksejo rindkopu, redzam, ka visu informaciju par notikumu
(kad tas notiek un kad né) satur Sim notikumam labveligo iznakumu kopa.
Lidz ar to miusu piepemtais skatijums uz notikumiem rada, ka — vismaz
matematiski — nav jégas runat par notikumu pirms nav fiksets izmeginajums,
uz kuru tas attiecas (tacu ir sastopami ari citadi skatijumi, par ko Seit sikak
nerunasim). Jaievero ari piesardziba, runajot par notikumiem, kuri saistiti
ar dazadiem izmeginajumiem. Neliels piemeérs: Iedomasimies, ka bez nu-
pat minetas ir vel otra kastite ar lozem, kura ir 2 pilnas un 5 tuksas. Tad
viens un tas pats nosacijums izvilkta loze ir pilna apraksta vienu notikumu
(starp citu, ar 2 labveligiem iznakumiem), kad lozi velk no otras kastites. Pat
vilkt otru lozi no pirmas kastites — arl tas ir jau cits izmeéginajums ar mazak
iznakumiem.

Jau ievada redzejam, ka stadit prieksa konkretu notikumu visertak ir,
aprakstot to ar piemeérotu nosacijumu. Tai vieta var uzskaitit notikumam
labveligos izméginajuma iznakumus. Patvaligus notikumus parasti apzimé ar
lielajiem alfabeta sakuma burtiem A, B, C' u.tml., vajadzibas gadijuma lieto-
jot arl indeksus, bet daziem Ipasiem notikumiem ieved specialus apzimejumus.
Kadam notikumam A labveligo iznakumu kopu parasti apzimesim ar §24.

3.1. VINGRINAJUMS. Mes redzesim, ka izmeginajuma ar n iznakumiem ir

pavisam 2" dazadu notikumu. Aprakstiet visus notikumus (a) izmeginaju-
ma ar vienas monetas mesanu, (b) lozes vilksana no kastites, kura ir pavisam
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tris lozes: viena iezimeta ar krustinu, otra — ar ripuliti, bet tresa — ar trij-
sturiti.

lespejams, ka atrast dazus ,noklidusus ” notikumus jums palidzes nakamas
rindkopas. <

2. Pienemsim, ka mums ir fikséts kads izmeginajums.
Pasi vienkarsakie notikumi izmeginajuma ir tie, kas nozime viena atseviska
iznakuma paradisanos.

Notikumu sauc par elementaru, ja tam ir viens vienigs labveligs iznakums.

Pieméram, metot spelu kaulinu un registréjot, cik punktu uzkritis, varam
sagaidit sesus dazadus elementarus notikumus: ka uzkritis viens punkts, ka
uzkritusi divi punkti utt. Atgriezoties pie 3.1. piemera 38. lpp., varam teikt,
ka tur bija piemineti cetri dazadi izmeginajumi ar, attiecigi, 52, 4, 13 un 2
elementariem notikumiem. Pedeja gadijuma Sie notikumi ir, ka izvilkta karts
ir duzis un ka izvilkta karts nav duzis. Bet Sie paSi notikumi ir neelementari,
kad par iznakumu uzskatam katru atsevisko karti.

Talak raksturosim divus ,,galejus’ notikumus, kadi atrodami jebkura izme-
ginajuma.

Notikumu sauc par nenovéersamu, ja tas notiek vienmér, kad izpilda
izmeginajumu — tatad, ja tam labvéligi visi izméginajuma iznakumi.
Notikumu sauc par neiespejamu, ja tas nekad nenotiek, t.i.,, ja tam
nav neviena labvéliga iznakuma.

Piemeram, metot divus spelu kaulinus, vienmer uzkrituso punktu summa
ir mazaka par 20. Katra izvilkta karts no pacinas ir vai nu kreica, vai pika,
vai erca, vai arl karava masts karts. Savukart, nav iespejams, divus kaulinus
metot, dabtuit punktu summu 1, bet no kastites izvilkta loze nevar vienlaikus
but pilna un tuksa.

Ir skaidrs, ka izmeéginajuma ir tikai viens nenoversams un viens neiespejams
notikums. Apzimesim pirmo no tiem ar V, bet otro — ar A. Dazkart V sauc
ari par pilno, bet A — par tukso notikumu. (Simbols A ir grieku alfabéta lielais
burts Lambda.) Savukart novérsami notikumi (tadi, kam ir kads nelabveligs
iznakums) un iespéjami notikumi (tadi, kam ir kads labveligs iznakums) ir
vairaki — ja vien kopa 2 ir vismaz divi elementi.

Ta ka, izpildot izméginajumu, vienmer ir skaidrs jau ieprieks, kas notiks
ar notikumiem V un A, tos abus var saukt par noteiktiem notikumiem. Vi-
sus parejos notikumus (tadi vienmer ir, ja ir vairak neka viens iesp&jamais
iznakums) var saukt par nenoteiktiem jeb nejausiem; dazreiz saka ari, ka tie
ir gadjjuma notikumi. Visbiezak interesanti ir tiesi tie.
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Divi notikumi A un B (viena un tai pasa izmeginajuma) var but, un var
arl nebuit viens ar otru saistiti.

Teiksim, ka no A izriet B, ja B notiek katreiz, kad notiek A, un ka
A izsledz B, ja B nenotiek nekad, kad notiek A.

Detalizetak: no A izriet B — tas nozime, ka katrs iznakums, kas labveligs A,
labveligs arl B. Sai situacija saka ari, ka A ir B apakinotikums notikumam
B. Ja divi notikumi noved viens pie otra, tad, ka redzejam, tie isteniba ir
vienadi. Tas, ka A izsledz B, nozimeé, ka neviens iznakums, kas labveligs A,
nav labveligs B. Viegli redzet, ka ja A izsledz B, tad arl B izsledz A, tapéc
Sai situacija saka ari, ka notikumi A un B ir nesavienojami (sava starpa).
Preteja gadijuma saka, ka A un B ir savienojami. Citiem vardiem sakot,

divi notikumi ir savienojami tad un tikai tad, ja ir kads iznakums,
kur$ butu labveligs tiem abiem,

divi notikumi ir nesavienojami tad un tikai tad, ja nav neviena iznaku-
ma, kur$ butu labveligs tiem abiem.

3.3. PIEMERS. Piecdesmit divu iznakumu izméginajuma ar karts izvilksa-
nu no pacinas apskatisim sadus notikumus:

A: izvilkta karts ir pikis,
B: izvilkta melnas masts karts,
C: izvilkta karts ir karavs,

D: izvilkta sarkanas masts karts.

Tad no A izriet B (jo, kad izvilkts pikis, tad ir izvilkta melna karts), bet A
izsledz tiklab notikumu C, ka ari D (jo pika masts karts nav karavs un vispar
nav sarkana karts). B neizriet no A (ne vienmer izvilkta melnas masts karts ir
pikis). B un C ir nesavienojami (nav tadas karts, kas vienlaikus btitu melnas
masts un karavs).

Tos pasus secinajumus iegtist ari, ja karts izveli uzskata par eksperimentu
ar Cetriem iznakumiem (mastim) — skat. 3.1. piemeru. <

3.4. PIEMERS. Ja metam divus kaulinus, tad notikumi s > 4 un s ir skait]a

6 pirmreizinatajs izradas nesavienojami. Ja vardu 'pirmreizinatajs’ aizvieto ar
‘dalitajs’, tad tadi notikumi klust savienojami. <
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3.  Atgriezisimies velreiz pie 3.1. piemera, kura karts vilkSsanu no pacinas
noverotajs varéja dazadi iedomaties par izmeéginajumu. Isuma labad apzimesim
tur aprakstitos izmeginajumus attiecigi ar ass, au, aqz un ap — vadoties pec
elementu skaita atbilstosaja iespejamo iznakumu kopa. Nav gruti ieverot,
ka izmeginajuma cy iespgjami iznakumi (Cetras mastis) faktiski ir notikumi
izmeéginajuma ass, katrs ar 13 labveligiem iznakumiem (karsu nosaukumiem).
Arl izmeginajuma anz visi iznakumi tapat ir notikumi izmeginajuma as, ar 4
labveligiem iznakumiem katrs. Sai nozimé varam teikt, ka izméginajumi a, un
a3 Ir atvasinati no aso. Arl aip ir atvasinats gan no aso, gan tikpat labi no
a13.

Ieverosim, ka jebkuri divi dazadi atvasinata izmeginajuma iznakumi ka no-
tikumi pamatizmeginajuma izradas nesavienojami. No otras puses, izdarot iz-
méginajumu, vienmer istenojas kads no atvasinata izmeginajuma iznakumiem.
Mums biis noderigi raksturot sadu situaciju vispariga veida, bet tam nolukam
jaieved dazas arl pasSas par sevi nozimigas definicijas.

Pienemsim, ka A = {A;, As, ..., A,,} ir kaut kada notikumu sistéma.
Ja tie visi ir iesp€jami, bet jebkuri divi daZadi no tiem ir nesavienojami,
sauksim sistemu A par gadijumu sistému, bet pasus notikumus — par
gadigumiem.

Gadijumu sistému sauksim par pilnu, ja, izdarot izméginajumu, vienmer
kads no Siem gadijumiem notiek (t.i., ja ikviens iesp&jamais iznakums
ir labveligs kadam no tiem).

[everosim, ka notikums saucams par gadijumu tikai salidzinajuma ar citiem
notikumiem no tas pasas sistemas; ja izvelas citu sistemu, bius citi gadijumi.
Ta, piemeram, izmeginajuma asy Cetri notikumi

izvilkta karts ir karavs, izvilkta karts ir ercs, izvilkta karts ir pikis,
izvilkta karts ir kreics,

veido pilnu gadijumu sistemu. Pilna ir ar1 divu notikumu sistema — ka izvilkts
diizis un ka izvilkta karts nav duzis. Jebkura izmeginajuma visvienkarsa-
ka pilna sistema sastav tikai no viena notikuma V. Loceklu skaita zina pretstats
ir visu elementaro notikumu sistema.

Teiksim, ka izméginajums (3 ir atvasinats no izméginajuma «, ja
pirma izmeginajuma [ iznakumu kopa veido pilnu gadijumu sistému
otraja izmeginajuma a.
Jasaprot, ka, izdarot kadu izmeginajumu, mes Isteniba vienlaikus izdaram
arT no ta atvasinatos izmeginajumus. Pieméram, izvelkot karti no pacipas,
nosakam, kura karts ir iznemta (tas ir ieprieks minetais izmeginajums ass,), bet
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vienlaikus nosakam vienu no mastim (t.i., realizeéjas ay), vienu no numuriem
(realiz€jas aq3) un ari vai iznemta karts ir duzis (tas ir ay).

Piezime. Atvasinata izmeginajuma jedziens biis nepiecieSams vienigi §1 pa-
ragrafa pedeja paragrafa. Citur tas paradisies tikai epizodiski. Tacu gadijumu
sistemas (tai skaita pilnas) jedziens gan bus jaatceras biezi.

3.3. Notikumu algebra

1. Tagad iepazisimies ar dazam darbibam, ko var izpildit ar notikumiem,
katrreiz rezultata ieguistot atkal kadu notikumu.

Par notikumu A un B apvienojumu sauc tadu notikumu A U B,
kurd notiek tad un tikai tad, kad notiek vismaz viens (vienalga, kur3)
no abiem notikumiem A un B.

Par A un B skelumu sauc tadu notikumu A N B, kur$ notiek tad un
tikai tad, kad notiek abi notikumi A un B.

Par A un B starpibu sauc tadu notikumu A — B, kurs notiek tad un
tikai tad, kad A notiek, bet B nenotiek.

Par A papildinajumu sauc tadu notikumu A, kur§ notiek tad un tikai
tad, kad A nenotiek.

Biezi notikuma papildinajumu sauc ari par tam pretéjo notikumu. Ja jau
ieprieks zinams, ka notikumi A un B nav savienojami, tad to apvienojumu
dazkart sauc arl par summu un apzime ar A + B.

3.5. PIEMERS. Atkal atgriezisimies pie izmeginajuma o, ar karts vilksanu.
Nemsim divus notikumus:

A: izvilkta erca masts karts, B: izvilkta bildes karts

(par bildes kartim uzskatisim kalpus, damas un kungus). Tad notikums, ka
izvilkta erca masts bildes karts, ar 3 labveligiem iznakumiem ir A un B ske-
lums. Notikums, ka izvilkta erca masts vai bildes karts, (kur netiek izslegtas
kartis, kas atbilst abam prasibam) ir A un B apvienojums, un tam labveligi
ir 22 iznakumi — visas erca masts kartis (to ir 13) un vel visas bilzainas citu
mastu kartis (to ir 9). A un B starpiba ir notikums, ka izvilkta erca masts,
bet ne bildes karts, un tam ir desmit labveligu iznakumu. Bet notikums, ka
izvilkta karts nav ercs (ar 39 labveligiem iznakumiem) ir A papildinajums.
Bez tam notikums B ir triju dabisku notikumu summa: tie ir notikumi, ka
izvilkts kungs, izvilkta dama, izvilkts kalps. <
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3.2. VINGRINAJUMS. Parliecinieties, ka patvaligs izméginajuma iznakums
ir
e labveligs notikumam A U B tad un tikai tad, kad tas labveligs vismaz
vienam no notikumiem A un B,

e labveligs notikumam AN B tad un tikai tad, kad tas labveligs reizé abiem
notikumiem A un B,

e labveligs notikumam A — B tad un tikai tad, kad tas ir labveligs notiku-
mam A un nelabveligs B,

e labveligs A tad un tikai tad, ja tas nav labveligs A. <

Piezime. Sai vingrinajuma noraditie darbibu ar notikumiem raksturoju-
mi parocigi ari praktiskai izmantosanai. Bez tam tie dod zinamu motivaciju
definicija pienemtajiem darbibu nosaukumiem un apzimejumiem. Piem., no-
tikuma A U B labveligo iznakumu kopa nav nekas cits ka A un B labveligo
iznakumu kopu €24 un Qg apvienojums. Lidzigi ir arT ar paréjam operacijam.
Tapec dazkart notikumu un ta labveligo iznakumu kopu neskiro, uzskata par
vienu un to pasu objektu. Tas mazliet atvieglo formulejumus un vienkarso pie-
rakstu simbolos, bet ne visai saskanojas ar musu intuiciju. Mes turpmakaja to
nedarisim. <

3.3. VINGRINAJUMS. Apliukosim velreiz to pasu izmeéginajumu s, ar kar-
tim. Apzimesim ar M;, kur 7 ir viens no simboliem <, . #, &, notikumu,

ka izvilkta 7 masts karts, bet ar N;, kur j ir viens no skaitliem 1,2,...,13,
notikumu, ka izvilkta karts ir ar numuru j (duzim j = 1, divniekam j = 2,
trijniekam 7 = 3, ..., desmitniekam 57 = 10, kalpam j = 11, damai j = 12,

kungam j = 13).
1) Peéc iespejas vienkarsak aprakstiet vardiem $adus notikumus:

(a) M‘leg, (b) MQUM*, (C) N1UN2UN3UN4, (d) N1UM&,

(e) MQQ(NHUNHUNB), (f) Nlﬂ]\/[,,,, (g) Nl—MJ., (h) M:,—Nl,
(j) Mo U Mo, (i) Mo N Mg, (k) MyU Mo.

Saskaitiet katram no tiem labveligos iznakumus.

2) Lietojot pienemtos apzimejumus un izmantojot cetras tagad jau zinamas
operacijas, pierakstiet ar simboliem $adus notikumus: izvilkta karts (a) ir
pika vai erca trijnieks, (b) ir erca trijnieks vai kreica dizis, (c) ir sarkanas
masts karts ar trim, Cetriem vai pieciem punktiem, (d) nav vienlaikus pika un
erca masts, (e) nav melnas masts duzis, (f) nav ne duzis, ne dama, (g) nav
septitnieks vai ir karavs, (h) ir bildes karts, tacu ne karavs.
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ATBILDES. 1) Izvilkta (a) pika dama, 1, (b) melna karts, 26, (c) karts
ar ne vairak par cetriem punktiem, 16, (d) karts, kas ir duzis vai kreics, 16,
(e) bilzaina pika karts, 3, (f) kreica duzis, 1, (g) duzis, bet ne kreica, 3, (h)
kreics, kas nav duzis, 12, (i) reize karavs un kreics, 0, (j) karts, kas nav ne
karavs, ne ercs (jeb nav sarkana karts), 26, (k) karts, kas nav karavs vai nav
ercs (nenoversams notikums), 52.

2) (a) (MQUMQQ)QNQ,, (b) (M@ﬂNg)U(M&ﬂNI), (C) (MQ)UMQ)Q
(NgUN4UN5), (d) MQQM@, (6) (M.UM*)QNM (f) N1UN12 Jeb

N1 mﬁlg, (g) N7UM<>, (h) (N11UN12UN13)—M.. <

Nobeidzot paragrafu atzimesim vel dazus viegli parbaudamus faktus, kurus
velak lietosim bez Ipasa atgadinajuma.

3.4. VINGRINAJUMS. Izmantojot 3.2. vingrinajuma rezultatus, parliecinie-
ties, ka

3.4. Notikumu noverteSana: to apjomi un varbitibas

Misu verojumi 1. nodala rada, ka kada notikuma iespejamibu var skaitliski
raksturot ar tam labveligo iznakumu skaitu vai arl ar ta notikSanas varbtitibu.
Sai paragrafa apspriedisim $adus vertéjumus vispariga veida. Ka parasti,
piepemsim, ka ir fiksets kads izmeginajums. Ta iespejamo iznakumu skaitu
apzimesim ar n.

1. Saksim ar ne visai izplatitu, bet noderigu definiciju.

Notikumam labveligo iznakumu skaitu sauksim par ta apjomu. Pat-
valiga notikuma A apjomu apzimésim ar N(A).

Nav griiti redzet, ka ir speka Sadas sakaribas, kuras A un B ir patvaligi
notikumi (saisinajums ’t.t.t.” nozime ’tad un tikai tad’).
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NI1: 0 < N(A) < n,

N2: )=0ttt,ja A=V,

N(A
N3: N(A) =n ttt., ja A=A,
N4: ja no A izriet B, tad N(A) < N(B),
N5: ja A un B ir savienojami, tad N(A) + N(B) < n.
N6: A un B nav savienojami t.t.t., ja N(AN B) = 0.

3.5. VINGRINAJUMS. Izdomajiet pretpiemerus, kas rada, ka sakaribas N4
un N5 nav apgriezamas. Proti, izdomajiet izmeginajumu un noradiet taja divus
notikumus A un B ta, ka N(A) < N(B), bet tomer no A neizriet B. Lidzigi,
izdomajiet izméginajumu un noradiet taja notikumus A un B ta, lai A un B
butu nesavienojami, bet tomer N(A) + N(B) < n. <

Pirms turpinam, atceresimies jau 1.1. paragrafa apskatitu piemeru.

3.6. PIEMERS. Ir zinams, ka ekskursantu grupa, kas dodas arzemju brau-
ciena, divpadsmit prot anglu, bet septini — vacu valodu. Turklat tiIs ir tadi,
kas prot abas §is valodas. Cik isti ir to, kuri prot vismaz vienu no sim valodam?

Protams, ka atbilde ,,devippadsmit”, ko dabt saskaitot divpadsmit ar sep-
tini, ir nedaudz parspileta: ta busim divreiz uzskaitijusi tos tris, kuri prot abas
valodas. Pareiza atbilde ir ,sespadsmit” . <

Gluzi tapat spriezot, var parliecinaties, ka ir speka pirma no ¢etram nako-
Sajam sakaribam.

N7: N(AUB) = N(A) + N(B) — N(AN B),
N8: ja A un B nav savienojami, tad N(A + B) = N(A) + N(B),
N9: N(A—B)=N(A)— N(ANB),

N10: N(A) =n — N(A).

Vienadiba N8, ko parasti sauc par (apjomu) saskaitiSanas likumu ir nevis
N7 pretstats, bet sekas (skat. N6). Patiesiba ta ir cita veida uzrakstits mums
jau no 7. lpp. pazistamais saskaitiSanas princips. Tiesam, ja « nozime,
ka izvelas notikumam A, bet 3 — notikumam B labveligu izmeéginajuma
iznakumu, tad k = N(A), bet [ = N(B). Noradijums ’citos veidos’ principa
teksta nozime, ka A izsledz B. Savukart, izvele ,a vai 57 tad nozime labveliga
iznakuma izveli notikumam A + B.

N7 kopa ar N6 lauj apgalvot pat vairak:
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Notikumi A un B ir nesavienojami t.t.t.,, ja N(AU B) = N(A) +
N(B).

Vienadibu N9 var, izmantojot 3.2. vingrinajumu, parbaudit tiesi, bet var
arl izsecinat no ieprieksejam. Vispirms, notikumi AN B un A — B ir acimre-
dzami nesavienojami, bet (AN B) + (A — B) = A. Tad N8 dod, ka N(A) =
N(AN B) + N(A — B). Vienadiba N10 ir acimredzama, bet to var dabut
arl ka N9 sekas, ja nem vera N3.

2.  Paradisim, ka apskatitas apjomu Ipasibas var izmantot aprekinos.

3.7. PIEMERS. Izdarot aptauju 100 cilveku liela grupa, noskaidrojas, ka
no tiem 50 prot anglu valodu, 40 — krievu valodu, 55 — vacu valodu, bet
6 cilveki neprot nevienu no sim svesvalodam. Pie tam, 20 no tiem, kas prot
anglu, prot ari vacu, un 23 — krievu valodu, bet vacu un krievu prot 7 no
aptaujatajiem.

Velak radas aizdomas, ka sSie dati nav pareizi. Vai to var apstiprinat ar
kadiem aprekiniem 7

Mes drikstam iedomaties, ka mums ir izméginajums ar 100 iznakumiem,
kura aptaujasanai patvaligi izvelas jebkuru parstavi no minetas grupas. Ap-
zimesim ar A, K un V notikumus, ka tads aptaujatais prot attiecigi anglu,
krievu vai vacu valodu. (Nejauksim So V' ar nenoversamo notikumu V.)

Ar X apzimesim notikumu, ka aptaujatais neprot nevienu no trijam sves-
valodam. Acimredzot, X = ANKNV.

Uzdevuma teikts, ka N(X) = 6. Nav gruti saprast, ka notikums X ir
papildinajums notikumam Y, ka aptaujatais prot vismaz vienu svesvalodu.
Tad pec N10 dabujam, ka N(Y) = 94.

Bet Y = AU K UV. ledomasimies apvienojumu A U K ka vienu vienotu

notikumu (ka aptaujatais prot vismaz anglu vai krievu valodu). Tad, nemot
vel vera arl N7 (kur A loma ir AU K, bet B loma — V),

94 =N(AUKUV)=N((AUK)UV) = N(AUK)+N(V)=N((AUK)NV).
Velreiz lietosim N7:
N(AUK)=N(A)+ N(K)—- N(ANK) =50 + 40 — 23 = 67.

No Sejienes
N((AUK)NV) =67+ 55—94 = 28.
Pardomajot, ko nozime kreisaja puse esosais notikums (AU K )NV (nejauss
aptaujatais zina vacu valodu un vel vismaz vienu no divam — anglu vai krievu),
redzesim, ka tas izpildas tada un tikai tada gadijuma, kad aptaujatais prot
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anglu un vacu valodu vai, ja ne, tad krievu un vacu valodu; citiem vardiem
sakot, ja izpildas notikums (ANV)U (K NV). Atkal nemot vera N7, dabtjam:

28 = N(ANV)U(KNV)) =
NANV)+NENV) = N(ANV)N(KNV)) =
= 20+7-N((ANKNYV).

Tadejadi, N(AN K NV) = —1, kas, protams, nav iespejams. Tas nozime, ka
izmantotie dati tieSam ir kltudaini. <

3.8. PIEMERS. Péc anketu parbaudes izradijas, ka iepriekséja piemera mi-
netajos skait]os ieviesusies vienkarsa drukas kluda: vacu un krievu valodu iste-
niba prot nevis 7, bet 17 aptaujatie. Ko papildus aprékini var dot sada gadijuma?

Koriggjot iepriekseja piemera aprekinus, dabtsim, ka tagad N(ANKNV) =
9, t.i., devini aptaujatie prot visas t11s svesvalodas.

Var uzzinat, cik ir tadu, kas prot vacu, bet neprot krievu valodu. Tas ir
skaitlis N(V — K). Pec N9 dabujam, ka

N(V—K)=N(V)=N(NNK)=>55-17 = 38.

Lidzigi, prot vacu, bet ne anglu valodu 35 aptaujatie.

Tagad noskaidrosim, cik aptaujato prot tikai vacu valodu, citiem vardiem,
kads ir apjoms notikumam VNA U K jeb, kas ir tas pats, notikumam V — (AU
K). Jau iepriekseja piemera atradam, ka N(V N (AU K)) = 28 (bijus kluda
So rezultatu neskar). Tatad, pec N9,

NV —-(AUK))=N({V)=N{VN(AUK))=55—28 =2T7.
To skaits, kuri prot krievu un vacu, bet ne anglu valodu, ir

N(KNV)—A) =NKNV)-=NEKNVNA) =17-9=38.
Lidzigi, to, kuri prot anglu un vacu, bet neprot krievu valodu, ir 11. <

3.6. VINGRINAJUMS. Padomajiet, kadas vel So valodu prasanas vai nepra-
Sanas kombinacijas iespejamas, un nosakiet attiecigos prateju skaitus. <

3. Tapat ka saskaitiSanas princips, arl apjomu saskaitiSanas likums ir
visparinams vairak neka diviem notikumiem. Nakamais piemers apstiprina
dabigu minejumu, ka saskaitiSanas likums varetu but speka vairak neka di-
viem notikumiem. Mes jau esam izmantojusi sadu piemeru.
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3.9. PIEMERS. Veikala 1si pirms slegsanas palikusi 7 kukulisi Borodinas
maizes, 5 kukulisi saldskabmaizes, 4 kukulisi klona maizes un 8 baltmaizes ba-
toni. Cik liela ir izvele pircejam, kurs pec maizes iesteidzas veikala pedeja bridi?

Ta ka visas Cetras maizes skirnes ir dazadas, varam saskaitit dazadu skirpu
kukulisu skaitu. Tas nozime, ka pircejs var izveleties vienu no 24 kukuliSiem.
Piemetinasim vienigi, ka §1 situacija ir aprakstama izméginajumu un notikumu
valoda. Uzskatisim par izmeginajumu kadas gabalpreces pirksanu veikala un
par iespejamo iznakumu kopu — visu noperkamo gabalprecu kopu. Mis in-
teresé notikums, ka pircéjs nopircis vienu maizes kukuli. Sim notikumam ir
cetri gadijumi: nopirkts ir kukulis Borodinas, saldskabas, klona maizes vai
baltmaizes. Ieverosim, ka jebkuri divi (dazadi) no Siem Cetriem apaksnotiku-
miem ir savstarpéji nesavienojami. Mis interesgjosajam notikumam (kurs ir
visu ¢etru gadijumu apvienojums) labveéligo iznakumu skaitu (24) dabujam,
saskaitot labveligo iznakumu skaitus ¢etriem gadijumiem. <

Lai aprakstitu Sos apsverumus vispariga veida, ir noderigi ievest vel vienu
dabisku paligjedzienu, ko izmantosim ari turpmak.

Teiksim, ka kads notikums A ir sadalams gadijumos Ay, As, ..., A,
ja {A1, Ay, ... A} ir gadijumu sistéma (skat. 2. paragrafa beigas
43. 1pp.) un pie tam A = A; U Ay U---U A,,. 53da situacija katru
gadijumu A; sauksim par notikuma A gadijumu.

Atbilstosi notikumu apvienojuma definicijai, vienadiba A = A;UA,U---UA,,
nozime, ka A notiek tad un tikai tad, kad notiek kads no gadijumiem A;.
Protams, ka vairaki gadijumi reizé nevar istenoties.

Tagad varam N8 visparinat sekojosi.

VISPARIGAIS APJOMU SASKAITISANAS LIKUMS: Ja notikums A
ir sadalams gadijumos Aj, Ay, ..., A, tad N(A) = N(A;)+N(Asz)+
-+ N(A).

Mes tiesam dabuisim N8 ka §1 likuma specialgadijumu, ja ieverosim, ka
nesavienojamiem A un B kopa {A, B} ir notikuma A+ B sadalijums gadijumos
(piepemot, ka notikumi A un B abi ir iespejami! Tacu ja kads no tiem, vai
pat abi, ir neiespejami, tad N2 de] sakariba N8 kltst par trivialitati.).

4.  Jautajumi, kas tika apskatiti lidz sim Sai paragrafa — un pat nodala —
bija tiri kombinatoriskas dabas. Tagad pieversisimies notikumu varbtutibam.
Mes jau ievada meginajam novertet notikuma iespejamibu ar skaitli, kurs
rada, kadu dalu no iespejamiem izméeginajuma iznakumiem veido tie, kas lab-
veligi apskatamajam notikumam. Bet mes arl redzejam, ka tads iespejami-
bas mers, ko nosaucam par notikuma varbutibu, sevi attaisno vienigi tad,
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ja ir pamats domat, ka visi izméginajuma iznakumi ir vienlidz iespejami.
Sai punkta iepazisimies ar sadi definetu varbutibu ipasibam. Tas izradisies
radniecigas iepriekseja punkta noskaidrotajam notikumu apjomu ipasibam.

Par patvaliga notikuma A klasisko varbutibu sauc skaitli, kur rada,
kada dala no izmeginajuma iesp&jamiem iznikumiem ir labveliga A.

Apzimesim %o skaitli ar P(A); tatad P(A) = %

Piemeérojot So definiciju elementariem notikumiem, ieverosim, ka

katra atseviska iznakuma klasiska varbutiba ir %

Tas velreiz pasvitro, ka klasiskas varbiitibas jedziens lietojams vienigi, ja visiem
izmeginajuma iznakumiem ir vienadas iespejas paradities. Ja to atceras, tad
var arl atmest apzimetaju klasiska. (Atgadinasim arl pirma paragrafa beigas
parrunato, ka izmeéginajuma iznakumu kopa €2 nav ,neiespejamu’ iznakumu.)

3.10. PIEMERS. Atceresimies pirma nodalas izmeéginajumu — divu daza-
du spelu kaulinu mesanu ar 36 iespejamiem iznakumiem. Tur mes redzejam,
ka iespejamas 11 dazadas uzkrituso punktu summas s. 1. tabula redzams,
kadas ir §is summas dazadiem metiena iznakumiem. Apzimesim ar A, kur

1. tabula: punktu summu biezumi

2. kaulins
1 2 3 4 5 6
112 3 4 5 6 7
213 4 5 6 7 8
. 3|4 5 6 7 8 9
1. kaulins Al5 6 7 8 9 10
506 7 8 9 10 11
6|7 8 9 10 11 12
s =2,3,...,12, notikumu, ka minéta summa ir s. Redzams, ka, piem., Ay ir

ar trim, bet A; — ar seSiem labveligiem iznakumiem. Notikumu A, varbutibas
sakopotas 2. tabula parasta dalskaitla un decimala forma.

3.11. PIEMERS. Kastite ir k baltas un | melnas bumbinas. Apsversim
sadus jautajumus.

(a) No kastites uz labu laimi izpem vienu bumbinu. Kada ir varbutiba, ka
ta bus balta? melna?
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2. tabula: notikumu A, varbutibas

s 2 3 1 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
P(A,) [ 1/36 | 1/18 | 1/12 | 1/9 | 5/36 | 1/6 | 5/36 | 1/9 | 1/12 | 1/18 | 1/36
0,028 | 0,056 | 0,083 | 0,111 | 0,139 | 0,167 | 0,139 | 0,111 | 0,083 | 0,056 | 0,028

(b) No kastites uz labu laimi iznem vienu bumbinu un atliek mala. Si bumbina
izradas balta. Kada ir varbutiba, ka nakosa ar1 bus balta? melna?

(c) No kastites uz labu laimi iznem vienu bumbinu un, neapskatot, atliek mala.
Kada ir varbutiba, ka nakosa bumbina bus balta?

(d) No kastites citu aiz citas izpem visas bumbinas. Kada ir varbutiba, ka
pédeéja no tam bus balta?

(e) No kastites uz labu laimi izpem vienu bumbinu un atliek mala. Péc tam
iznem vel vienu bumbinu; ta izradas balta. Kada ir varbiitiba, ka ar1 pirma bija
balta?

(a) Ir skaidrs, ka te ir izmeginajums ar k + [ iznakumiem un ka tie visi ir
vienlidz iespejami. Miis interesejoSos notikumus, ka iznemta bumbina ir balta
un ka ta ir melna, apzimesim attiecigi ar A un ar B. Notikumam A ir &
labvéligvi iznakumi, tapec mekleta varbutiba P(A) ir kiﬂ LidzigiP(B) = k%rl

(b) Soreiz izmeginajums isteniba sakas tikai pec pirmas bumbinas atliksanas,
un tam ir vairs tikai k£ 4+ — 1 iznakums. Tapec arl vertejamie notikumi Soreiz
ir citi (kaut uzdotie jautajumi skan vienadil). Ja apzime tos ar A’ (bumbina
balta) un B’ (bumbina melna), tad P(A4’) = k’iﬁl, bet P(B’) = k+§71'

(c) Biezi vien pirma atbilde, kas (b) piemera iespaida ienak prata, skan

apmeram ta: ,,Varbutiba, ka otra bumbina bus balta ir k’_‘g_ll, ja mala at-
likta bumbina ir balta, un ﬁ, ja ta izradas melna”. Tacu Sis novertéjums

ir neapmierinoss kaut vai tadel, ka dod nenoteiktu atbildi uz jautajumu par
pilnigi noteikta notikuma varbtitibu. Pati ideja, ka jarekinas ar pirmas bum-
binas krasu, gan nav gluzi nederiga, un pie tas atgriezisimies nedaudz velak.

Dabiit pareizu atbildi var arl uzreiz, kaut spriedumi, ar kuriem to iegtisim,
dazreiz pirmaja bridi skiet apsaubami. Proti, varbutiba, ka otra bumbina bius
balta, ir tas pats jau no (a) pazistamais skaitlis k%l !

Salidzinasim (c¢) un (a) piemeérus un meginasim saprast, ka butiba abos
gadijumos mums ir dariSana ar vienu un to pasu izmeéginajumu ar k+ 1 iznaku-
miem; atskiriga ir tikai apskatamas bumbinas iznemsanas procedura. Mes va-
ram domat, ka (a) piemera tika iznemta pirma pie rokas pagadijusies bumbina,
bet (c) piemera pirmo pagadijusos noraidam (pastumjam to sanus vai iznemam

52




pavisam ara — tas nav butiski), un meklejam citu. Tatad galu gala abas reizes
apskatei tiek izraudzita viena no k + [ bumbinam.

Sads spriedums dazkart tomeér izsauc iebildumus, pieméram — bet tomer
kastite tacu bija palicis par vienu bumbinu mazak. Tacu apskatamas otras
bumbinas loma iespejams noklut ikvienai no sakuma kastite esosajam, un ne-
vienai bumbinai, kopuma nemot, §i iespeja nav ne lielaka, ne mazaka ka citam
(t.i., saglabajas arl motivejums lietot klasiskas varbutibas definiciju).

Ja lasitajam joprojam skiet, ka vins tiek manits, tad vipam varetu noderet
Sads ieverojami atskirigs skatijums uz notiekoso.

Domasim par divu bumbinu iznemsanu no kastites ka par patstavigu iz-
meéginajumu, kura iznakumi ir bumbinpu pari. Ta ka abu bumbinu lomas ir
atskirigas, un ta ka pirmo iznemto atpakal neliek, mums ir dariSana ar sakar-
totiem pariem bez atkartojumiem, un to skaits ir A7, jeb (k+1)(k+1—1).
Nav nekadu iemeslu tam, ka kads paris butu ipasa stavokli — tiem visiem ir
vienadas iespejas biit iznemtiem, tapec Sal izméginajuma var lietot klasiskas
varbiitibas.

Miis interese notikums (apzimesim to ar A”), ka pari otra bumbina ir balta;
saskaitisim tam labveligos iznakumus. Protams, to paru, kuros otra bumbina
ir balta, ir tiesi tikpat, cik to paru, kuros balta ir pirma bumbina (vajag
katra parl bumbinas samainit vietam). Pirmo baltu var papemt %k veidos,
katrai pirmajai bumbinai var piebiedroties ikviena no atlikusajam k + [ — 1,
tapec N(A”) = k(k +1—1). (To pasu rezultatu dabu, ja saskaita tos parus,
kuros abas bumbinas ir baltas, un arl tos, kuros pirma bumbina melna, bet
otra balta — kopa tas ir k(k — 1) + lk.) Tatad

kk+1-1) &
k+D(k+1-1) k+1

P(A") =

— ka jau bija izspriests ieprieks.

Izskatisim vel vienu panemienu, ka atrast atbildi uz So pasu jautajumu.
Palausimies uz lasitaja izpratni, ka Sis panemiens ir ,sapratigs”; stingru pa-
matojumu varesim dot tikai nakamaja nodala, kad runasim par nosacitajam
varbutibam.

Acimredzot (to ieverojam jau pasa sakuma), varbtitiba otrajai bumbinai
but baltai ir kiﬁp ja mala atlikta ir balta, un ﬁ, ja ta ir melna. Ja abas
§is iespejas butu vienlidz ticamas, mums biitu pamats par mekleto varbutibu
nemt abu So ,nosacito” varbutibu videjo aritmetisko, t.i., to summas pusi.
Isteniba abu iespeju ticamiba atkariga nokonkrétam k un [ verttbam. Ja, piem.,
balto bumbinu butu jutami vairak neka melno, vajadzetu pirmajai nosacitajai
varbutibai kiﬁl pieskirt lielaku svaru neka otrajai. Bet no (a) jau zinam
varbiitibas pirmajai izpemtajai bumbinai but baltai vai melnai; nemsim tas
ka izsvarojosus koeficientus un aprekinasim abu nosacito varbutibu izsverto
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videjo, kas tad butu mekleta varbiutiba:

Eook-1 ko
k+l k+l—1 k+1 k+i—1
k(k — 1) + ki k(k+1—1) k

k+Dk+1-1) (k+D)k+1-1) k+1
Piemetinasim tikai, ka abi svara koeficienti tiesam klust vienadi ar %, kad k = 1.
(d) Ari 8is piemers ir tikai variacija par to pasu temu. ledomajieties, ka
kads, lai tiktu pie jau nolikotas bumbinas, vispirms iznem parejas tapec, ka

— — . . k
tas trauce. Atbilde ir el

(e) Sis piemers savukart biitiski neatskiras no (b), un mekleta varbitiba ir
kiﬁl Neatkarigi no (b) varam spriest sadi.

Izmantosim nupat aprakstito izmeéginajumu ar divu bumbinu nemsanu.
Mes jau zinam, ka ir k(k+{—1) tadu paru, kuros otra bumbina ir balta. Kadu
dalu no tiem sastada tie pari, kuros arl pirma bumbina ir balta (t.i., abas ir
baltas)? Tadu paru ir tikai A2 jeb k(k — 1), tapec mis interesejosa (klasiska)
varbiitiba ir &=L jeb £=L

. E(k+i-1) k+i—1°
So spriedumu var pielagot ari (b) gadijumam.
ATBILDE: (a) k’iﬂ un k%rl’ (b) kl—cg—ll un k+§—17 () ki—&-b (d) k%w (e) k]-:il <

3.7. VINGRINAJUMS. Vai jiis apskatitaja piemera baltas, tapat arl melnas
bumbinas uzskatijat par vienadam, dazadam vai nepieversat tam uzmanibu?
Cik tas ir butiski?

3.12. PIEMERS. Kastite ir k baltas un | melnas bumbinas, visas dazadas.
No kastites iznema r bumbinas. Kada varbiitiba, ka tas visas ir baltas?

Protams, ja r > k, tad mekleta varbutiba ir 0. Paliksim pie preteja gadi-
juma, kad r < k.

[zméginajums ir r bumbinu iznemsana no kastes; tam ir Cj,; iznakumu
(kapec?). Mus interese notikums, ka visas iznemtas bumbinas ir baltas, tam
labveligi ir vairs tikai €} iznakumi. Visam bumbinam tiek domata vienada
iespeja but starp iznemtajam, lidz ar to ikvienam r bumbinu komplektam ir

tadas pat izredzes tikt izpemtam ka ikvienam citam. Tapec lietojam klasisko

- o . .. C
varbutibas definiciju, un mekleta varbutiba ir ka
k+1
Ta ka runa ir tikai par to, ka iznemtas bumbinas ir vienadas krasas, skiet, ka
bumbinu iznemsanas secibai nevajadzetu but svarigai. Un tieSam, ja mes kom-

binaciju vieta tomer buitu nemusi variacijas, lidzigi spriezot, dabutu varbiitibu
2
é’“ . Bet 1pasiba K9 rada, ka tas ir tas pats skaitlis.

At
cr o AL
ATBILDE: C””k jeb —k& <«
K+l K-+l
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3.  Paturot prata, ka aprekina varbtitibu P(A), no ipasibam N1-N10 uzreiz
ieglistam sadus to dubultniekus:

P1: 0 < P(A4) < 1,
P2: P(A) =0 t.t.t., ja A=A,
P3: P(A) =1ttt ja A=V,
P4: jano A izriet B, tad P(A) < P(B),
P5: ja A un B ir savienojami, tad P(A) + P(B) < 1.
P6: A un B nav savienojami t.t.t., ja P(ANB) =0
P7: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B),
P8: ja A un B nav savienojami, tad P(A+ B) = P(A) + P(B),
P9: P(A— B)= P(A)— P(ANB),
P10: P(A) =1— P(A).

Piem., ja no A izriet B, tad (pec N4)

ar ko ir pieradita 1pasiba P4. Bet no N7, izdalot abas puses ar n, dabu P7:

P(AUB) = N(AnUB>:NiA)JFN;B)_N(Ant)

= P(A)+P(B)- P(ANB).

Lidzigi pamatojamas arl parejas sakaribas.
Vienadibu P7 sauc par varbutibu saskaitisanas likumu. Tapat ka apjomu
gadijuma,

notikumi A un B ir nesavienojami t.t.t., ja P(AUB) = P(A)+P(B).

Savs lidzinieks ir arl visparinatajam apjomu saskaitiSsanas likumam. Atceresi-
mies, ka (péc definicijas) notikuma gadijumi ir pa pariem nesavienojami.

VISPARIGAIS VARBUTIBU SASKAITISANAS LIKUMS: Ja notikums
Air sadalams gadijumos Ay, As, ..., A, tad P(A) = P(A;)+P(A2)+
AR + P(Am)
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Tapat ka tas bija ar N8 pie apjomu saskaitiSsanas, P8 ir vispariga likuma spe-
cialgadijums, par ko var lidzigi parliecinaties.

Ikvienu no A atskirigu notikumu var sadalit arl elementaros gadijumos
(atgadne: par elementaru pirma paragrafa otra punkta sakuma nosaucam no-
tikumu, kam ir tikai viens labveligs iznakums). Tad ka sekas no vispariga var-
biitibu saskaitiSanas likuma dabtjam:

Ja A # A, tad notikuma A varbutiba ir vienada ar visu tam labvéligo
iznakumu varbutibu summu.

Tiesam, ja wy,ws,...,wy ir A labveligie iznakumi, tad £ = N(A) un
1 N(A
P(A) = Plar) + Plan) + -+ Pla) = - = = T4

(w ir grieku alfabeta mazais burts, kuru lasa "omega’).

3.13. PIEMERS. Atgriezisimies pie 3.7. un 3.8. vingrinajuma (ar izlabota-
jiem datiem). Ko un ka atbildet uz jautajumu, kada ir varbutiba, ka nejausi
izraudzits aptaujajamais prot anglu (krievu, vacu) valodu?

Aprakstitaja izmeginajuma (skat. 3.7. piemera sakumu) nekas neliecina,
ka mes nevaretu lietot klasisko varbutibas definiciju. Tada gadijuma to parasti
arl lieto. Ja izmanto jau agrak ievestos apzimejumus, tad atbildes ir Sadas:
P(A) =05, P(V) =0.55 un P(K) = 0.4.

Lidzigi, P(ANV) = 0.2, P(ANK) = 0.23, P(VNK) = 0.07, P(AUKUV) =
0.94.

Cik liela ir varbuitiba, ka nejausi izraudzits aptaujajamais prot vismaz anglu
vai krievu valodu?

Var turpinat izmantot agrakos rezultatus, Soreiz to, ka N(A U K) = 67.
Tad P(AUK) = 0.67. Bet var sakt izmantot zinamas varbutibu ipasibas. Pec
P8

P(AUK) = P(A)+ P(K)— P(ANK) = 0.5+ 0.4 — 0.23 = 0.67.

Mes redzam, ka vismaz Saja piemera notikumu varbutibas var aprekinat
tiesi pec klasiskas definicijas, bet, kad vairakiem notikumiem tas jau zinamas,
var lietot varbutibu ipasibas tiesi tada pat veida, ka ieprieks tika lietotas
apjomu ipasibas. <

Lasitajam var rasties iespaids, ka klasisko varbtitibu teorija nav nekas ipasi
jauns, salidzinot ar pirms tam apspriesto notikumu apjomu rekinasanu, kurai ir
kombinatorisks raksturs. Liela mera tas ta ariir. Tomer jau ievada mums bija
iespeja verot, ka klasisko varbiitibu lietosana var dot neadekvatus rezultatus,
ja izmeginajuma sagaidamie iznakumi pec savas dabas nav vienlidz iespejami.
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Par izméginajumiem, kuros iznakumiem var bt arT citam no cita atskirigas
varbiitibas, biis runa nakamaja paragrafa. So materialu bez ipasam bazam var
arl izlaist, vismaz pirmaja lasijuma. Vienigi japatur prata, ka visas desmit
1pasibas P1-P10, ka ari visparigais saskaitiSanas likums un ta sekas paliek
speka un ir lietojamas ar1 neklasiska gadijuma.

3.5. Varbiitiski izméginajumi
1. Ja izmeginajuma nevaram rekinaties ar simetriju vai citiem apsveru-
miem, kuri lauj secinat, ka visi ta iznakumi ir vienlidz varbutigi, tad rodas tiri
praktiska problema — ka zinat, kadas tad ir notikumu vai vismaz atsevisku
iznakumu istas varbutibas. Noskaidrot izmeginajumu iespéjamo iznakumu
varbiitibas gan nav varbuitibu teorijas uzdevums: ta piedava metodes, ka iz-
rekinat vienu notikumu varbiutibas, ja ir jau zinamas kadu citu, ar pirma-
jiem saistitu notikumu varbutibas. Neielaizoties Seit talakos pratojumos par
piemineto problemu, piezimesim tikai divas lietas. Biezi vien vismaz aptuve-
nas varbtuitibu vertibas var noskaidrot eksperimentali, daudzas reizes atkarto-
jot vienu un to pasu izmeginajumu, ka tas notika ievada nodala piedavatajos
uzdevumos. Ja n atkartojumos notikums A paradijies k reizes, tad dalskaitlis
% var tikt izmantots ka tuvinata A varbutiba; jo lielaks ir atkartojumu skaits
n, jo tuvaks sis skaitlis ir ,,istajai” A varbutibai. SIideja ir t.s. statistiskas
varbutibu definicijas pamata.

Mes sikak iepazisimies ar citu panemienu, kurs ir dabisks tad, ja mus in-
teresejosais izmeginajums ir saistits ar kadu , klasisku” izmeginajumu (ir at-
vasinats no ta). Bet saksim atkal ar piemeriem.

3.14. PIEMERS. Riksosanas sacensibu favoriti ir tris zirgi Aleksandrs, Ce-
zars un Napoleons; parejiem nav nekadu iespéju uzvaret. Lietprateji uzskata,
ka nosaukto zirgu izredzes uzvarét ir proporcija 3 : 2 : 1. Cik liela ir iespéja,
ka Cezars neuzvares?

Sis sacensibas ir izmeginajums ar trim iespéjamiem iznakumiem, kurus, at-
bilstosi pretendentu vardu pirmajiem burtiem, apzimesim ar w,, w. Un w,.
Spriedisim $adi: ja iznakuma w, (ka uzvares Napoleons) varbutibu P(w;,)
pienem par p, tad jabut P(w,) = 3p un P(w.) = 2p. Bet cik liels ir p?
Paturesim prata 1. nodalas atzinu, ka, lai butu pamats salidzinat arl pie
dazadiem izmeginajumiem piederosu notikumu varbutibas, ir noderigi piepemt,
ka visu iznakumu varbutibu summa ikviena izmeginajuma ir viena un ta pati,
proti, 1. Tad 3p + 2p + p = 1, no kurienes p = é.

Ta esam noskaidrojusi varbiitibas visiem trim iznakumiem. Nosakot varbii-
tibas neelementariem notikumiem, izradas lietderigi sekot jau klasisko varbi-
tibu gadijuma atklatajam faktam, ka notikuma varbutibu var dabut, saskaitot
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tam labveligo iznakumu varbutibas. Notikumam, ka Ceézars neuzvares (apzi-
meésim to ar E), ir divi labveligi iznakumi — w, un w,,. Tad jautata varbutiba
P(E) iznak 3. <

3.15. PIEMERS. Atceresimies, ka 1. nodala atklajam, ka divu vienadu
spelu kaulinu gadijuma iespejamajiem iznakumiem [z, j] nav vienadas varbi-
tibas. Tur redzejam, ka (un kapeéc) iznakumam [i, j] ar dazadiem ¢ un j ir di-
vreiz lielaka iespeja paradities, neka iznakumam ar vienadiem ¢ un j. Talakais
risinajas tapat, ka iepriekseja piemera: mes vienojamies, ka P([i,1]) = %, bet

P(li ) = &, kad i # J. «
2.  Aplukotie piemeri motive sadas definicijas.

Varbutisks izmeginajums ir izméginajums, kura katram iesp&jamam
iznakumam w; € €2 ir noradits pozitivs skaitlis p; ta, ka p; +pa+-- -+
pn = 1, kur n, ka parasti, ir iespgjamo iznakumu (kopas €2 elementu)
skaits. Skaitli p; sauc par iznakuma w; varbutibu; apzimésim to ar
P(wj).

Parvertisim par definiciju ari iepriekséja (ceturtaja) paragrafa atklato notiku-
ma varbutibas raksturojumu.

NOTIKUMA VARBUTIBAS DEFINICIJA. Varbiitiska eksperimenta
par notikuma varbutibu sauc visu tam labvéligo iznakumu varbitibu
summu. Ja notikums ir neiespejams (t.i., A), tad $o summu pienem
vienadu ar 0.

Ja varbutiska eksperimenta izradas ka visas noraditas varbiutibas p; ir
vienadas, tad katra no tam ir vienada ar %, bet patvaligam notikumam P(A) =
% - N(A). Ta izradas, ka klasiskas varbtutibas ir atsevisks gadijums — nevis

pretstats! — Seit aprakstitajai shemai. Norunasim, ka

klasisks izmeginajums — tas ir tads varbiitisks izmeginajums, kura vi-
siem iznakumiem varbutibas ir vienadas.

Dazkart pat neskir klasiskos izmeéginajumus no kombinatoriskajiem izmegina-
jumiem agrakaja nozime (t.i., bez uzraditam varbutibam).

Apskatisim vel vienu ilustréjosu piemeru varbiitiska izmeginajuma definici-
jail.

3.16. PIEMERS. Metisim atkal divus spelu kaulinus un pienemsim, ka mus
ka iespejamie iznakumi interese tikai iespejamas uzkrituso punktu summas
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s =2,3,...,12. Mums nav pamata sagaidit, ka, izmeginajumu daudzreiz at-
kartojot, §is summas paradisies vienlidz biezi — to rada 1. tabula 5. paragrafa.
Bet ieverosim, ka miisu §isreizes izmeginajuma iznakumi patiesiba ir notikumi
Ay, kuru klasiskas varbutibas bija apkopotas 2. tabula. Ir dabiski tas pasas
varbiitibas tagad piepemt par Sisreizes izméginajuma iznakumu varbutibam.
<

St pieméra ideju var izklastit vispariga veida sadi. Pienemsim, ka mums ir
kads varbutisks izméginajums o un ka A = { A1, Ao, ..., A, } ir pilna gadijumu
sistema taja. Lidz ar to Isteniba ir dots vel viens varbiitisks izmeginajums (3
ar iznakumu kopu A, kur par i-a iznakuma A; varbutibu nemta notikuma
A; varbuitiba izmeginajuma «. Arl par So 3 teiksim, ka $is izméginajums
atvasinats no a.

Nobeigsim ar savdabigu variaciju par 3.14. piemeru.

3.17. PIEMERS. Izskatisim no §Is pozicijas velreiz piemeru par rikSoSanas
sacensibam: ,atvasinasim” $o izméginajumu no piemerota klasiska izmegina-
juma. Iedomasimies sacensibas, kuras sagadisanas del piedalas tris zirgi Alek-
sandri, divi Cezari un viens Napoleons, pie kam tie visi ir vienadi specigi un
tatad ar vienadam iespejam uzvaret. Tris notikumi

A: uzvarejis zirgs varda Aleksandrs,
C': uzvarejis zirgs varda Cezars,

N: uzvarejis zirgs varda Napoleons

veido $ada izméginajuma pilnu gadijumu sistemu. Izméginajums ir klasisks,
ta ka So notikumu varbutibas ir attiecigi %, % un %. Tadejadi, ieprieksejais
izmeginajums ar trim zirgiem, kuriem ir dazadas izredzes, ir atvasinats nupat
apskatita izmeginajuma, identificejot A ar w,, C ar w, un N ar w,. <

3.8. VINGRINAJUMS. Paskaidrojiet, kapec ikviens tads varbiitisks izmegi-
najums, kura visuiznakumu varbutibas ir racionali skaitli, ir atvasinams no
kada klasiskaizmeginajuma. (Noradijums: Pienemiet, ka minétas varbitibas
ir parasta dalskait]a forma, un pievediet Sos dalskait]lus pie kopsauceja.) <

3.  Visas varbutibu ipasibas P1-P10 un citi iepriekseja paragrafa 4. punkta
fakti saglabajas arl neklasiskiem varbiitiskiem izmeéginajumiem. Tas izriet no
iepriekseja vingrinajuma apgalvojuma, ja visas varbutibas ir racionali skaitli.
Tacu viss vajadzigais dabtijams arl tieSi — izmantojot varbutibu definiciju.
Apskatisim piemerus
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Nemsim atkal P4. Ja B izriet no A, tad, ka jau zinam, A labveligo izna-
kumu kopa 24 ir B labveligo iznakumu kopas 2p apakskopa. Pienemsim, ka,
piem., Q4 = {wy,wq, w3}, bet Qp = {wy, ws, w3, wy,ws}. Tad

P(B) = P(w1> —|—P(w2) + P(w?,) +P(w4) +P(W5) = P(A) +P(w4) +P(W5)

Abi pedejie saskaitamie, ka teikts varbiitiska izméginajuma definicija, ir pozi-
tivi skaitli, tapec P(A) < P(B). (Kad varetu iznakt vienadiba?)

Nemsim P7. Ja, piem., Q4 = {wi,ws, w3, wa}, bet Qp = {w1, w2, ws,ws},
tad

Qaup = {wi,wa, ..., we}, Qanp = {wi,ws}
P(A P(w1) + P(wa) + P(ws) + P(wy),
P(B) = P(w1)+ P(ws)+ P(ws) + P(ws),
P(AUB) P(w1)+P(w2)+ +P(w6):

= P

Lidzigi jaspriez arl vispariga gadijuma. Atstasim citu ipasibu parbaudi
neatlaidigakam lasitajam.
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3.6
1.

. Uzdevumi

Saskatiet kadu izméginajumu un noradiet tam piemérotu iespejamo izna-

kumu kopu katra no talak aprakstitajam situacijam. Vai visos gadijumos §is
kopas (un pasa izméginajuma) izvele ir viennozimiga? Novertgjiet, kur to var
izdarit, vai jusu paredzetie iznakumi visi ir vienlidz iespejami.

1

2.

2.

Tetis gudro, kura menesi nakosgad pemt atvalinajumu.
Juris, Andris un Marite spele ricu-racu.

Organizacija, kas gatavojas veikt sabiedriskas domas aptauju par daziem
jautajumiem, nolemusi, ka ta anketas skiros respondentus (aptaujajamos)
pec dzimuma un vecuma (jauns, videja vecuma, padzivojis).

. Autofirma gatavojas izméginat jauna parauga automobili paaugstinatas

grutibas apstak]os, registréjot lidz bridim, kad kads svarigs automobila
mezgls klust nelietojams, nobrauktos kilometrus.

. Kada firma grib ievakt statistiku par meitenu un zenu skaitu trisbernu

gimenes.

. Kastite ir 5 bumbinas, kas sanumurétas ar skaitliem no 1 Iidz 5. Vispirms

tiek izraudzita bumbina ar nepara numuru, péc tam mekle kadu ar para
numurtu.

Monetu met tik ilgi, kamer uzkrit cipars, bet ne vairak ka 10 reizes.

10.A klase un 11.B klase skolas turnira spele futbola macu.

Sai uzdevuma izrakstiet katra izmeginajuma iespéjamos iznakumus, ka ari

labveligos iznakumus katram no noraditajiem notikumiem.

1

2

. Monetu met, lidz divreiz uzkrit cipars, bet ne vairak ka piecas reizes.

A: Moneta mesta tiesi divas reizes,
B: Moneéta mesta tiesi trisreiz,
C: Jau pirmaja metiena bijis cipars,

D: Moneta mesta visas piecas reizes, bet cipars bijis tikai vienreiz.

. Pieci draugi (Aina, Bruno, Centis, Dina, Evija) ieguvusi divas biletes uz

operu, un ir jaizlemj, kuri divi ies.

K: Aina ies uz operu,
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L: Bruno un Centis abi uz operu neies,
M: ne Dina, ne Evija neies.
ATBILDES: 1. Q = {cc, gee, cge, ggce, gege, cgge, ggsce, ggege, scgse,
cgBge, BEBEC, E8ECE, BECEE, ECBEE, CBELS, £8E8E)
2. Q = {[A B][AC],[A D],[A E||B,C],[B,D][B, E],|C,D],|[C, E|],
[D, ET}.

3. Kuri no minetajiem notikumiem ir savstarpéji savienojami, kuri nesavieno-
jami katra no izmeginajumiem? Kur§ notikums no kura izriet? Atbildes pa-
matojiet.

1. Divas reizes met monetu un registre uzkritumus.

A: pirmoreiz uzkritis cipars,

B: otroreiz uzkritis cipars,

C': abas reizes uzkritis gerbonis,

D: vismaz vienreiz bijis gerbonis,

E: ne vairak ka vienu reizi bijis cipars.
2. No pacinas iznem divas kartis.

A: abas kartis ir melnas,
starp tam ir duzis,
gadijusies tiesi viena dama,

tas ir erca dama un pika duzis,

=0 Qw

viena no kartim ir kreica vai pika dama,
F': neviena no tam nav pikis.
3. Divreiz Sauj merkl.
A: nav neviena trapijuma,
B: ir viens trapijums,
C: ir divi trapijumi,
D: ir vismaz viens trapijums,
E: vismaz vienreiz nav trapits.

Kas mainas vertejumos, ja merki Sauts trisreiz?
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ATBILDES: 1. Nesavienojami ir B un C', C un D, C' un E. No C izriet D
un F, bet D un E izriet viens no otra (ir viens un tas pats notikums).

2. Nesavienojamiir Aun D, Aun C, Bun C, Dun E, D un F, E un F.
No D izriet B un C.

3. Divreiz saujot: savienojamiir Aun £, Bun D, Bun E, C un D, D un
FE; izriet Eno A, D no B, E no B, D no C. Trisreiz Saujot: tas pats, bet vel
C savienojams ar F/, un no C' izriet F.

4. Divas reizes met monetu. Ar A, B un C apzimeti notikumi, ka pir-
maja reizé uzkritis gerbonis, ka otraja reize uzkritis gerbonis, abas reizes
moneta uzkritusi ar vienu un to pasu pusi uz augsu.

1. Ko nozime notikumi ANB, ANC, AUB, AUC, B—A,C—B, B-C,
A C,(A=B)U(B—A)?

2. Pienemot, ka moneta pareiza, aprekinat so notikumu varbutibas.

ATBILDES: 1. Abas reizes g; abas reizes ¢; vismaz vienreiz ¢; vai nu
pirmoreiz ¢, vai arl abas reizes c; pirmoreiz c¢, bet otrreiz g; abas reizes c;
pirmoreiz ¢, bet otrreiz ¢; pirmoreiz c; vienreiz ¢ un vienreiz c; tiedi vienreiz
g (t.i, tas pats kas iepriekseja gadijuma).

9 1133111111

T 404040404040 4020227

5. Krustmate apsolijusi Aijai atsutit pasas aditu dzemperi, tiklidz iestasies
auksts laiks. Varbutiba, ka dzemperis buis nepareiza izmera, ir 0,47, ka tas
bus nejauka krasa — 0,59, bet ka bus abas nelaimes reize — 0,31. Atrodiet
varbiitibas tam, ka dzemperis biis

a) piemerotas krasas, bet nepareiza izmera,

(
(b

otradi — pareiza izmera, bet nejauka krasa,

(c) piemeérotas krasas un pareiza izmera,
(d) pareiza izmera vai piemerota krasa,

(e) pareiza izmeéra vai nepiemerota krasa.

ATBILDES: (a) 0,16, (b) 0,28, (c) 0,25, (d) 0,69, (e) 0,84.
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6. Varbutiba, ka skrejiena uzvares Janis, ir %, ka Peteris — %; vel uzvaret

varetu vienigi Juris.
1. Kadu jus te saskatat izmeginajumu (ar kadiem iznakumiem)?
2. Kada varbutiba, ka Juris uzvares?

3. Atrodiet $ai izmeginajuma divus dazadus notikumus, kuriem vienada
varbiuitiba.

Atbildes pamatojiet.

7. Makslas koledzas students ir nortipejies par prieksa stavosajiem eksame-

niem anglu valoda un makslas vesture. Peéc vina domam, varbuitiba nolikt

eksamenu anglu valoda ir 0,4, varbuitiba nolikt kaut vienu eksamenu — 0,6,

bet varbutiba nolikt abus — tikai 0,1. Kada ir varbutiba, ka vips nokartos

makslas vestures eksamenu? nenokartos nevienu? Nokartos tiesi vienu?
ATBILDES: 0,2, 0.4, 0,5.

8. Janis piedava, vinaprat, godigas deribas ar 3 : 1, ka notiks notikums A,
un ar 2 : 1, ka notiks B (tas nozime, ka Jana vertejuma izredzes notikumam
A notikt ir tris reizes mazakas, bet notikumam B — divas reizes mazakas
neka nenotikt). Vins zina, ka A un B nevar atgadities vienlaikus. Kadas,
Japaprat, ir A un B varbutibas? Ar kadu nosacijumu Janim vajadzetu pienemt
godigas deribas, ka notiks viens vai otrs no Siem notikumiem?

ATBILDE: P(A) =1, P(B)=1%,5:T.

9. Kada gimnazija ir 500 skolenu. Ir zinams, ka no tiem

300 macas anglu valodu,

200 macas vacu valodu,

50 macas francu valodu,

20 macas francu un anglu valodu,
30 macas vacu un francu valodu,
20 macas vacu un anglu valodu,
10 macas visas tris valodas.

(a) Vai ir kads, kur§ nemacas nevienu no $im valodam?
(b) Cik ir tadu, kas macas tiesi divas valodas?

(c) Kada ir varbutiba katrai no trim valodam, ka uz labu laimi izvelets
gimnazists o valodu nemacas?
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(d) Kada ir varbutiba, ka vins macas tiesi vienu valodu?
ATBILDES: (a) ja; (b) 40; (c) P(A) = 0.4, P(F) = 0.9, P(V) = 0.6; (d)
0.9.

10. Eksamena ir 15 vieglas un 10 grutas biletes. Janis nem bileti pirmais,
Peteris — pec vina.
(a) Kada ir varbutiba, ka Janim bis viegla bilete?

(b) Janis ir dabtjis vieglu bileti. Kada ir varbttiba, ka arl Péeterim tiks viegla
bilete?

(c) Peterim ir viegla bilete. Kada ir varbtitiba, ka tada bijusi arT Janim?
(d) Kada ir varbtutiba, ka Janim un Peterim abiem vieglas biletes?

(e) Kad uz eksamenu atnak Juris, palikusi tikai viena bilete. Kada ir varbt-
tiba, ka ta bius viegla?

ATBILDES: (a) 22, (b) 3 (c) 1 (d) L, (e)

257 247 247 20° 25"

11. Nakosaja diena tads pats eksamens ir paralelklasé. Nevienam nemanot,
pirms eksamena caurvejs vienu bileti ir noputis uz gridas.

(a) Kada ir varbutiba, ka pazudusi bilete ir viegla?

(b) Kada Soreiz ir varbutiba, ka pirma no atlikusajam biletem panemta bis
viegla?

(c) Izradas, ka pirma panemta bilete tiesam ir viegla. Kada tagad ir varbu-
tiba, ka viegla ir arl pazudusi?

ATBILDES: (a) 32, (b) 32, (¢) 4.

12. Pie sesam standarta detalam piejaukusas cetras braketas. Montieris
panema cetras no Sim desmit detalam. Cik liela ir varbutiba, ka tas visas
atbilt standartaral?

ATBILDE: % jeb .
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A pielikums: Formulu kopsavilkums
Kl: C0=A49=C%= A% =0,
K2: (0= AL = (L= AL =1,

K3: A:L:nr7
K4: A" =nn—1)---(n—r+1) = (nﬁ!r)l’
Kb5: P, = A},

K6: P,=n(n—1)---1=nl,
KT: P, = AT P, .,

o — Py
K9: A" = C"P,,

K10: Cf = 0 = 1

. ro__ n'
KIL: O = o
K12: CT = Cn,

K13: Cr = Cr,
Kl4: C! = Cr,

Ki5: Cr=Cr, _,=Cr)

K16: €7 = (Z!z;f__l)l!) 3

K17: P(ry,79,...,10) =C1Cr2, Cr2 - O
K18: P, = P(ry,r2,...,7) P Pry -+ Py,

K19: P(ry,ro,...,1) = L = r!

230 T - A o puye £
K20: Cr,, =Crl+Cr,
K21: 1, C = 2n,

K22: S0 (—1)iCi =0,
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K23: Y0, CLAL AT = A},

BINOMIALA TEOREMA. Jebkuram naturilam n,

x+y Zczznz

TEOREMA PAR APAKSKOPU SKAITU. Kopai, kurai ir n elementu,
ir 2™ apakskopu.

N1: 0< N(A)<n
N2: N(A) =0 t.t.t., ja A= A,
N3: N(A) =n ttt., ja A=V,
N4: jano A izriet B, tad N(A) < N(B),
N5: ja A un B ir savienojami, tad N(A) + N(B) < n,
N6: A un B nav savienojami B t.t.t., ja N(ANB) =0,
N7: N(AUB) = N(A) + N(B) — N(AN B),
N8: ja A un B nav savienojami, tad N(A + B) = N(A) + N(B),
N9: N(A—-B)= N(A) - N(ANB),
N10: N(A) =n — N(A).

VISPARIGAIS APJOMU SASKAITISANAS LIKUMS: Ja notikums A
ir sadalams gadijumos Ay, A, ..., A, tad N(A) = N(A1)+N(A2)+
-+ N(A,).

PL: 0 < P(A) <1,

P2: P(A) =0 t.t.t., ja A=A,

P3: P(A)=1ttt,ja A=V,

P4: jano A izriet B, tad P(A) < P(B),

P5: ja A un B ir savienojami, tad P(A) + P(B) < 1,
P6: A un B nav savienojami t.t.t., ja P(AN B) =0,
P7: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B),
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P8: ja A un B nav savienojami, tad P(A+ B) = P(A) + P(B),
P9: P(A— B) = P(A) — P(ANB),
P10: P(A) =1— P(A).
VISPARIGAIS VARBUTIBU SASKAITISANAS LIKUMS: Ja notikums

Air sadalams gadijumos Ay, A, ..., A, tad P(A) = P(A;)+P(A2)+
<4 P(An).
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B pielikums: Par kadu uzzigu materialu

Labi pazistama triju autoru uzdevumu krajuma
D. Krikis, P. Zarins, V. Ziobrovskis, Diferenceti uzdevumi matematika,

kura tresais izdevums 1996. gada iznacis apgada Zvaigzne ABC, pirmas dalas
pirmaja puse atrodami uzdevumi algebra un analizes elementos, tai skaita —
par kombinatoriku un varbiitibu teoriju. Sis pasas gramatas otraja puse (10.
nodala) rodams attiecigs uzzinas materials teorija. Vairaki tur sniegtie for-
mulejumi ir lasami un lietojami ar zinamu piesardzibu, un par tiem sniegsim
dazus komentarus (katrreiz citejot attiecigo tekstu), kas lautu izvairities no
parpratumiem vai pat nepareizibam. Sie komentari adreseti vispirms skolota-
jam, kurs mineto uzzinas materialu varbut gribetu izmantot klase.

1. Dazadas kadu prieksmetu grupas (galigas kopas), kas cita no citas atskiras
val nu ar prieksmetu secibu, vai ari ar pasiem priekSmetiem, sauc par savieno-
Jumiem jeb izlaséem.

Izskir sadus savienojumu veidus: permutacijas, variacijas, kombinacijas.

1. Si definicija nav piemerojama izlasem ar atkartojumiem, kuras paradas
gan uzdevumos, gan arl talak uzzinas.

2. Pie pirma teikuma var rasties jautajums, vai ar grupam un galigam
kopam domati vieni un tie pasi veidojumi, kas tiek raksturoti ar dazadiem
vardiem, lai raisitu piemerotas asociacijas. Bet varbiit gribets pateikt,
ka dazi no savienojumiem ir grupas, bet citi — galigas kopas? Jeb vai
piezime iekavas paskaidro, kas domats ar mazak skaidru vardu 'grupas’?

bM

3. ,... val nu ar priekSmetu secibu, vai arl ar paSiem priekSmetiem ...".
Lietotais saiklis vai nu — vai mudina domat, ka ja divas grupas atskiras
gan ar vienu, gan ar otru, tad tas nav izlases. Ja kads sadomas salidzinat
vienu kombinaciju no 5 pa 3 un vienu variaciju no 4 pa 2 — ko lai
vins secina?

4. Kopuma definicija liek domat, ka izlases nevar apskatit un atpazit pa
vienai, bez salidzinasanas ar ar citam. Bet kada jedziena labai, skaidrai,
klasiskas uzbuves definicijai butu janorada t.s. dzimtes pazime (Seit ta ir
— grupas) un t.s. sugas atskiriba, pec kuras par katru atsevisku objektu
ar dzimtes pazimi varetu noteikt, vai tas pieder definejamam jedzienam,
val ne (tas Seit trukst).
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Ka tad rikoties? SI macibu lidzekla autors prakse parliecinajies, ka ir verts
sekot tiem, kuri nevis censas dot visaptverosu izlases definiciju (ar kadu skolenam
pazistamu vienkarsaku, bet skaidru jezienu starpniecibu to lai izdara?), bet
tai vieta paskaidro, ka izlases rodas, kad izdara atkartotas izveles. Ar to
pietiek, lai varetu uzdevumos atpazit ta vai cita veida izlases, un ari lai par
tam pieraditu vienkarsakos faktus. Ari pats termins ’izlase’ tad ir izteiksmi-
gaks. (Starp citu, literatura ir redzama ari tradicija pieskaitit savienojumiem
bez izlasem ar1 dazu veidu izvietojumus.)

2. n elementu pamatkopas sakartotas k-izlases bez atkartojumiem (k < n)
sauc par variacijam bez atkartojumiem no n elementiem pa k elementiem.

1. Seit, un ari talak kombinaciju definicija, jau pieteikta iespéja, ka izlase
varetu but ari ar atkartojumiem. Bet izlases jedziena definicija par
atkartosanos nekadu majienu nav.

2. Butu japatur prata, ka literatura gandriz nekur neizsledz robezgadijumu
k = n un lidz ar to Jauj permutacijam bt ipasa veida variacijam (tapat
ka kvadrati ir ipasa veida taisnsturi). Ta darits ari Sai macibu lidzekli.

3. Dazu kombinatorisku uzdevumu klasifikacijas un atrisinasanas shéma pa-
radita 38. zZiméjuma.

1. 38. zimejums, kuru Seit neatkartosim, ir mazliet nekritiski parpublicets
no citas gramatas, un bez tur palikusajiem paskaidrojumiem nav isti
saprotams, ko ar to iesakt. Zimejuma saglabajusies ari nepaskaidroti
simboli Pf un B, .

2. Nav norades, kadiem uzdevumiem §1 shema deriga un, galvenais, kad to
nevajag meginat lietot.

Ja So zimejumu izmanto, tad jaievero, ka tas piemerojams vienigi vien-
karsiem uzdevumiem, kuros vaicats pec tadu vai citadu izlasu skaita un
tatad atbilde aprakstama ar vienu pamatskaitli.

4. Zem ziméjuma ir ipasiba 3. C™ + O™ = C'A (0 < m < n).

St sakariba speka ari ar m = 0, un bez § robezgadijuma zemak atteloto
Paskala trijsturi nevar satadit.
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5. Varbutibu teorija izskir sada veida notikumus: a) gadijuma notikumi; b)
nenoveérsami notikumi; c¢) neiespéjami notikumi; d) elementari notikumi.

Sis pazinojums liek domat, ka bez gadijuma, nenoverSamiem un neiespe-
jamiem notikumiem ir vel kadi, un tie tad ir tie elementarie. Patiesiba te
d) ir sveskermenis, kur§ nojauc t.s. iedalijuma bazi un lidz ar to padara
lietas mazak saprotamas. (Salidzinajumam cits pazinojums: govis medz
but lielas, mazas, videji lielas un alavas.)

Turklat parpratumus var veicinat ar tas, ka (ka izriet no talakas definici-
jas 7. punkta) elementariba ir relativa lieta: pat viena izméeginajuma ele-
mentaro notikumu sistémas var izraudzities dazadi. Sai macibu lidzekli iz-
turets nedaudz citads redzes viedoklis par izmeéginajumiem, atbilstosi
kuram katra izmeginajuma elementaro notikumu sistema ir viennozimigi
noteikta.

6. Notikumu B sauc par neatkarigu no notikuma A, ja notikuma B re-
alizésanas nav atkariga no ta, vai notikums A ir realizéjies.

1. Tatad uzzinam, ka (nedaudz noapalojot tekstu) B sauc par neatkarigu
no A, ja B realizesanas nav atkariga no A realizésanas — t.i., ja B nav
atkarigs no A.

2. Sis teksts ka definicija varbiitibu teorija ir pilnigi nederigs, jo satur vi-
sai dazadi iztulkojamu frazi 'notikuma B realizésanas, vel otru 'nav
atkariga’, un turklat taja nav neka no varbuitibam. Kaut ko varetu glabt,
ja varda 'realizesanas’ vieta rakstitu 'realizeésanas varbiitiba’, bet ari tad
teikuma beigu dala ir maldinoSa: tur tacu japasaka, ka P(B|A) = P(B),
nevis ka P(B|A) = P(BJA).

Ko darit? Saukt B par neatkarigu no A, ja ir speka pirma no tikko rakstitajam
vienadibam.

7. DARBIBU AR VARBUTIBAM 3. punkta teikts, ka atkarigu notikumu
A un B reizinajuma varbutibu dod formula P(AN B) = P(A) - P(B|A).

So formulu parak biezi sauc par varbuitibu reizinasanas formulu atkari-
giem notikumiem. Tad rodas nevajadzigs akcents uz atkaribu, bet for-
mula ir deriga jebkuriem, arl neatkarigiem notikumiem. Uzsvaram va-
jadzetu but tadam, ka atkarigiem notikumiem varbutibu nevar rekinat
pec 2. punkta dotas 1sas formulas P(ANB) = P(A)-P(B). (Meés tacu ne-
saucam formulu %bc sin v par laukuma aprekinasanas formulu sliplepku
trijsturiem: mes sakam, ka tas specialgadijums %bc ir formula taisnlenka
trijsturiem.)
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8. Turpat 4. punkta teikts, ka savienojamu notikumu A un B summas
varbutibu dod formula P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) (gramata ir
drukas kluda: AN B vieta tur ir A|B).

Tiesi tapat So formulu parak biezi sauc par varbutibu saskaitisanas for-

mulu savienojamiem notikumiem, kaut gan ta tikpat labi der nesavieno-
jamiem, kad tacu P(AN B) = 0.
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