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ANOTĀCIJA

Šı- izstrādne ir mācı-bu lı-dzeklis (tā pirmā puse) nosaukumā minēto tēmu apgu-
vei, ko varētu gan vairāk vai mazāk patstāvı-gi lası-t skolēni, gan izmantot
skolotājs. Galvenais mērk, is ir palı-dzēt izprast vienkāršākos kombinatorikas
un varbūtı-bu teorijas jēdzienus un uzdevumu risināšanas metodes, pie tam
akcentējot analog‘ ijas un kopsakarı-bas starp abām tēmām. Tāpēc abu tēmu
radniecı-gie jēdzieni, principi, model,i un fakti tiek aplūkoti paralēli (atšk, irı-bā no
par tradicionālu kl,uvušās pieejas, kad vispirms kombinatorika, pēc tam varbū-
tı-bu teorija tiek apgūtas katra par sevi, un kombinatoriskās skaitı-̌sanas meto-
des vienı-gi kalpo par lı-dzekli varbūtı-bu aprēk, ināšanai). Teorijas izklāsts pa-
pildināts ar lielu skaitu piemēru un vingrinājumu, kam būtu ne vien jāpalı-dz
saprast teoriju, bet arı- izstrādāt ieman, as kombinatorikas un varbūtı-bu teorijas
uzdevumu izpratnei un risināšanai. Ir arı- uzdevumi patstāvı-gam darbam.

Pielikumos ir pievienoti daži komentāri par attiecı-go uzzin, u materiālu krā-
jumā ”Diferencēti uzdevumi matemātikā”, kā arı- formulu koprādı-tājs. Mācı-bu
lı-dzeklis pašreiz vēl nav gluži pabeigts: tajā nav pēdējās nodal,as.
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2.4. N, ūtona binoma formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Priekšvārds

Šis priekšvārds domāts vispirms skolotājam, lai palı-dzētu vin, am gūt priekš-
statu par mācı-bu lı-dzekl,a saturu un raksturu. Skolēnam vajadzētu pievērst
uzmanı-bu priekšvārda 3. un 4. punktam.

1. Kombinatorika un varbūtı-bu teorija, kaut mijiedarbojas, ir divas patstā-
vı-gas matemātikas nozares, un, jādomā, arı- tāpēc tās mēdz mācı-t vairāk vai
mazāk neatkarı-gi vienu no otras, bet kombinatoriskus faktus reizi pa reizei
tikai izmanto varbūtı-bu aprēk, ināšanai pēc klasiskās definı-cijas. Taču ele-
mentārajā lı-menı-, kādā tās apgūst skolā, tām abām ir daudz kopēju saskares
punktu un analog‘ iju arı- pamatkoncepcijās, un tas rāda, ka zināmā mērā te
izpaužas vienu un to pašu ideju divējas puses. Pieminēsim tikai, ka gan
kombinatorikai, gan varbūtı-bu teorijai ir savi saskaitı-̌sanas un sareizināšanas
likumi, ka gan vienai, gan otrai ir savi priekšstati par izmēg‘ inājumu (izvēl,u) un
notikumu neatkarı-bu. Tāpēc ir vērts apgūt kombinatoriku un varbūtı-bu teoriju
ne šk, irti, kā divus, kaut labus, kaimin,us skolas matemātikas programmā,
un arı- ne otru kā pirmās turpinājumu, bet cik vien iespējams tā, lai kl,ūtu
skaidra to radniecı-ba, kas veicinātu arı- labāku attiecı-go jautājumu izpratni. No
šādas pozı-cijas raugoties sastādı-ts šis mācı-bu lı-dzeklis, un tāpēc tas jāuzlūko
kā zināmā mērā eksperimentāls. Tiesa, šo pieeju autors jau izmēg‘ inājis, vairā-
kus gadus mācot kombinatorikas un varbūtı-bu teorijas elementus pirmā kursa
studentiem.

Protams, ka eksperimentālais mācı-bu lı-dzekl,a raksturs mazinās interesi par
to, taču domājams, ka arı- skolēns vai skolotājs, kurš tādu vai citādu iemeslu
dēl, to neizmantos pilnı-bā, tomēr varēs tajā atrast ko sev noderı-gu.

2. Minēsim dažas šı- mācı-bu lı-dzekl,a ı-patnı-bas.
Atbilstoši minētajai koncepcijai, gan kombinatorikā, gan varbūtı-bu teori-

jā izklāsts tieši vai netieši balstās uz izmēg‘ inājuma un notikuma jēdzieniem.
Par tiem parasti runā, aizsākot varbūtı-bu teoriju, taču tiem ir tı-ri kombi-
natoriska daba. Ja pierod pie šiem jēdzieniem jau sākumā, vēlāk ir vieglāk
saskatı-t lı-dzı-gas shēmas dažādu uzdevumu risinājumos, arı- tad, ja vieni pēc
sava rakstura ir kombinatoriski, bet citi — varbūtiski.

Piemēram, mācı-bu lı-dzeklı- izlases tiek raksturotas nevis kā kaut kādi priekš-
metu sakopojumi, kuri apmierina tādas vai citādas prası-bas, bet kā atkārtoti
izdarı-tu izvēl,u (jeb izmēg‘ inājumu) rezultāts. Tāda pieeja, protams, nav jauna,
un ir zināmas tās priekšrocı-bas. Pirmkārt, uzsvars pārvietojas no gala rezultā-
ta uz izlases tapšanas vai veidošanas procesu, un tas atvieglo izlašu saskatı-̌sanu
uzdevumos. Otrkārt, gan sakārtotas un nesakārtotas izlases, gan izlases ar un
bez atkārtojumiem tad parādās kā radniecı-gi un vienlı-dz dabiski objekti, un
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ir izjūtams arı- to kopsakars. Tāpēc visu četru veidu izlases mācı-bu lı-dzeklı- iz-
tirzātas kopā — salı-dzinājumā, kur var redzēt gan to lı-dzı-bas, gan atšk, irı-bas.
Arı- reālos uzdevumos nereti gadās, ka, nedaudz izmainoties nosacı-jumiem,
viena veida izlašu vietā parādās citādas. Tādu uzdevumu paraugi kā piemēri
atrodami arı- šai mācı-bu lı-dzeklı-.

Vairāki akcenti izklāstā likti, vadoties no tēzes, ka kombinatorikas un varbū-
tı-bu teorijas kursa mērk, is vidusskolā ir nevien iepazı-stināt skolēnus ar noteiktu
faktu kopumu, bet arı-, cik nu tas iespējams, ar atbilstošu domāšanas stilu.
Piemēram, tāpēc priekšroka dažādu rezultātu iegūšanā tiek dota kombina-
toriskām vai, attiecı-gi, varbūtiskām metodēm, nevis tı-ri aritmētiskām — pat
tais nedaudzos gadı-jumos, kad pēdējās it kā ātrāk un vienkāršāk noved pie
rezultāta (vietvietām lası-tājam ir dota iespēja pašam salı-dzināt dažādās piee-
jas).

Tai pašā laikā galvenais, ko vajadzētu iemācı-t, ir prasme risināt uzdevumus,
un šāda prasme ne kombinatorikā, ne varbūtı-bu teorijā nedodas rokā viegli.
Tāpēc šai mācı-bu lı-dzeklı- ir daudz piemēru ar uzdevumu risinājumiem, bet
maz teorēmu. Dažādu faktu pamatojumi lielākoties tiek iegūti (vai pat paši
fakti atklāti) piemērotu uzdevumu risināšanas gaitā. Tomēr vietām, it ı-paši
trešajā nodal,ā, autoram nav izdevies izvairı-ties no smagnējı-bas teorētiskā ma-
teriāla izklāstā.

Mācı-bu lı-dzeklı- netiek runāts par uzdevumiem, kuros galvenais ir pareizi
izpildı-t aprēk, inus pēc zināmām formulām vai algebrisku pārveidojumu izdarı--
šana. Nenoliedzami, ka tādi uzdevumi kā �aprēk, ināt C48

50 − A2
25�, �atrisināt

vienādojumu A3
x = 56x�, �vienkāršot n!( 1

(n−1)! + 1
(n+1)!)� ir derı-gi un pat

vajadzı-gi, lai nostiprinātu atmin, ā dažas formulas vai iestrādātu dažas ieman, as,
bet tie pieder pie kombinatorikas tikpat lielā mērā kā jautājums �cik taǐsn, u
var novilkt caur 25 punktiem, starp kuriem nekādi trı-s neatrodas uz vienas
taisnes?� — pie g‘eometrijas. Šādi uzdevumi gana lielā skaitā atrodami, piem.,
uzdevumu krājumā

D. Krik, is, P. Zarin, š, V. Ziobrovskis, Diferencēti uzdevumi mate-
mātikā, 1, Zvaigzne ABC (trešais izd. 1996. g.).

Tālāk priekšvārdā un arı- pašā mācı-bu lı-dzeklı- iezı-me DU nozı-mē atsauci tieši
uz šo krājumu.

It ı-paši kombinatorikas uzdevumos atbildēs parasti uzrādı-ts ne skaitlisks
iznākums, bet izteiksme ar t.s. pamatskaitl,iem (C,A, P, C̄, Ā), kuras vērtı-bu
aprēk, inot tādu skaitlisku iznākumu var dabūt. Tā darı-ts divu iemeslu dēl,:
pirmkārt, lai vēl pirms tı-ri aritmētisku aprēk, inu izdarı-̌sanas risinātājam būtu
iespēja novērtēt savas domu gaitas pareizı-bu, otrkārt, tāds atbildes izskats,
pat ja nav citu komentāru, nereti var pateikt priekšā, kā uzdevumu rēk, ināt.
Dažkārt, dažādi risinot, var iegūt visai atšk, irı-ga izskata izteiksmes ar vienu un
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to pašu skaitlisko vērtı-bu. Raksturı-gi šai zin, ā ir daži uzdevumi otrās nodal,as
pēdējā paragrāfā.

3. Šai punktā doti daži norādı-jumi par to, kas un kur mācı-bu lı-dzeklı- atro-
dams.

Pirmā nodal,a ir ievads, kur ar pāris piemēru palı-dzı-bu ilustrētas dažas
kombinatoriku un varbūtı-bu teoriju raksturojošas (un arı- tās vienu no otras
šk, irošas) idejas. Tepat var arı- gūt zināmu priekšstatu par t.s. statistisko pieeju
varbūtı-bu definēšanai; nekur tālāk gan par to vairs netiek runāts. (Jāpiezı-mē,
ka arı- t.s. g‘eometriskās varbūtı-bas, kas ı-sti neiederas izmēg‘ inājumu un iznā-
kumu shēmā, mācı-bu lı-dzeklı- pārrunātas netiek, vismaz pagaidām nē.)

Otrā nodal,a satur minimālu materiālu kombinatorikā: tur izskaidroti daži
kombinatorikas pamatprincipi, izlases jēdziens, ar piemēru palı-dzı-bu atklātas
un pamatotas galvenās kombinatoriskās sakarı-bas, ieskaitot izlašu skaita ap-
rēk, ināšanas formulas, un aplūkota binomiālā teorēma (N, ūtona binoma for-
mula). Piemēri kalpo arı- kā ilustrācijas tam, kā dažādās tipiskās situācijās
būtu jādomā, lai izprastu, kas ı-sti uzdevumā jāsaskaita, un arı- tam, kādas
kl,ūdas dažkārt piel,auj, skaitot sarežg‘ ı-tākas konfigurācijas. Arı- pēdējais nodal,as
paragrāfs satur vairākus uzdevumus (tai skaitā, no DU) ar atbildēm un vairāk
vai mazāk detalizētiem norādı-jumiem risināšanai.

Izmēg‘ inājumi un notikumi tajos aplūkoti trešās nodal,as sākumā. Pēc
iepazı-̌sanās ar tiem mēs pārejam uz notikumu algebru (darbı-bām ar notiku-
miem), tad uz notikumu novērtēšanu: notikumu novērtē vai nu nosakot tā ap-
jomu (labvēlı-go izmēg‘ inājuma iznākumu skaitu), vai tā varbūtı-bu. Apjomu
un klasisko varbūtı-bu ı-pašı-bas, ieskaitot divu notikumu apvienojuma un star-
pı-bas, kā arı- notikuma papildinājuma apjoma un varbūtı-bas aprēk, ināšanas
formulas izklāstı-tas paralēli, to izmantošana ilustrēta ar piemēriem. Tam seko
papildus materiāls par izmēg‘ inājumiem, kuros iznākumiem var nebūt vienādas
varbūtı-bas. Nodal,u atkal noslēdz uzdevumi ar atbildēm.

Ceturtajā un, varbūt, interesantākajā nodal,ā (kura gan pagaidām mācı-bu
lı-dzeklı- trūkst), tiek ı-paši runāts par izmēg‘ inājumiem, kuros iznākuma noteik-
šanai jāizdara vairāk nekā viena izvēle. Protams, jau pirmajā nodal,ā apskatı-tās
izlases ı-stenı-bā ir tādu izmēg‘ inājumu iznākumi, bet šajā pēdējā nodal,ā paliek
tādi speciāli jautājumi, kas saistās ar notikumu kombinatorisko un varbūtisko
neatkarı-bu un nosacı-tām varbūtı-bām.

Pirmais pielikums ir mācı-bu lı-dzeklı- apskatı-to kombinatorikas un varbūtı-bu
teorijas formulu un dažu teorēmu koprādı-tājs. Otrajā pielikumā atrodami
vairāki komentāri par DU otrajā pusē esošo uzzin, u materiālu: autoraprāt,
vairākas vietas tajā būtu korig‘ ējamas, pirms to izmantot.
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4. Visbeidzot, daži norādı-jumi par mācı-bu lı-dzekl,a lietošanu, un tie šoreiz
būtu jān, em vērā vispirms skolēnam.

Pirmās nodal,as — ievada pirmo paragrāfu vajadzētu izlası-t un izpētı-t: tā-
lākajā tekstā vairākkārt būs atsauces uz to. Arı- otrā paragrāfa uzdevumus un
vingrinājumus būtu vēlams izpildı-t, kaut tas nav nepieciešami, lai varētu sekot
turpmākajam.

Arı- pamattekstā vietvietām iestarpināti vairāki vingrinājumi. Tos vaja-
dzētu tūdal, pat (pirms lası-t tālāk) izpildı-t, nevis atlikt uz vēlāku laiku, jo tie
domāti lası-tā nostiprināšanai vai lai veicinātu tā labāku izprašanu. Lielākā dal,a
piemēru ı-stenı-bā ir tam pašam nolūkam; daudzos gadı-jumos piemēru iztirzā-
jums noved arı- pie kāda jauna fakta vai sagatavo lası-tāju jaunam jēdzienam.

Katra nodal,a, izn, emot pirmo, sadalı-ta paragrāfos, kuru numuri (lai būtu
vieglāk orientēties, šk, irstot mācı-bu lı-dzekli) sastāv no divām dal,ām: pirmā ir
nodal,as numurs, bet otrā — paragrāfa numurs šai nodal,ā (ieskatieties satura
rādı-tājā!). Vairums paragrāfu tālāk dalı-ti punktos, kuru numuri ir viendal,ı-gi.
Piemēri un teksta vingrinājumi katrā nodal,ā numurēti no jauna un vienlaidus
cauri visiem paragrāfiem; to numuri arı- ir divdal,ı-gi. Norāde DU, kas dažviet
atrodama piemēros vai uzdevumos, ir uz šı- priekšvārda otrajā punktā minēto
uzdevumu krājumu. Ja tāda norāde (ar numuru) ir pie kāda uzdevuma, tad
tas nozı-mē, ka tas ir aizn, emts no šı- uzdevumu krājuma pirmās dal,as desmitās
nodal,as. Piem., (DU 123) nozı-mē 123. uzdevumu šai nodal,ā.

5. Autors atvainojas lası-tājiem par to, ka vin, a neuzmanı-bas dēl, vispirms
tika izplatı-ta šı- mācı-bu lı-dzekl,a nepilnı-gi izredig‘ ēta versija. Tagadējā ver-
sijā ir izlabotas daudzas drukas un arı- nopietnākas kl,ūdas, un ir arı- vairāki
papildinājumi. Drı-zumā būs pieejama jauna versija ar šobrı-d vēl neesošo ce-
turto nodal,u.

Visi piebildumi, iebildumui un jautājumi autoram sūtāmi uz elektronisko
adresi jc@lanet.lv.

1999. g. 24. aprı-lı-
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1. Ievads

Šı- ievadparagrāfa nolūks ir, iztirzājot konkrētus piemērus, dot priekšstatu par
to, ko un kā dara kombinatorikā un varbūtı-bu teorijā.

1.1. Daži piemēri un secinājumi

1. Jānis un Pēteris spēlē šādu spēli: abi vairākas reizes met divus spēl,u
kaulin, us; uzvarējis būs tas, kurš mazāk metienos sasniegs simts punktu. Katrā
atsevǐsk, ā metienā vin, us tātad interesē uzkritušo punktu summa. Mēs, vērojot
spēli no malas, par metienā sagaidāmo summu, ko apzı-mēsim ar s, varam
uzdot dažāda tipa jautājumus, piem., šādus:

(1) Vai ir iespējams, ka (a) s ≤ 4? (b) s = 8? (c) s = 1? (d) s ≥ 15?

(2) Cik dažādos veidos var izpildı-ties katrs no nosacı-jumiem (a), (b), (c),
(d)?

(3) Cik var būt dažādu metiena iznākumu, un cik dažādas summas s ir
iespējamas?

Pārdomāsim, ko var atbildēt uz šiem jautājumiem.
(1) Acı-mredzamas atbildes uz apakšjautājumiem (a), (b), (c) un (d) ir

attiecı-gi jā, jā, nē, nē. Tās dabūjam, apsverot, cik punktu iespējams uzmest
ar katru kaulin, u atsevǐsk, i, un n, emot vērā, ka viena kaulin, a uzkritušo punktu
skaits jeb, ı-sāk, šı- kaulin, a uzkritums nekādi neietekmē otra kaulin, a uzkritumu.
Proti, pat zinot, cik punktu uzkrituši uz viena kaulin, a, mēs sagaidām, ka otram
kaulin, am joprojām var būt jebkurš no sešiem iespējamiem uzkritumiem. Šādi
izpaužas abu kaulin, u uzkritumu neatkarı-ba vienam no otra: tiem ir iespējams
kombinēties jebkurā veidā.

(2) Protams, par (c) un (d) atbilde ir nevienā veidā (jeb 0 veidos). Pārdo-
mājot nosacı-jumus (a) un (b), redzam, ka vispirms nepieciešams noskaidrot, ko
ı-sti skaitı-t (kas ir ”izpildı-̌sanās veids”). Viens iespējamais precizējums ir: (a)
var izpildı-ties trijos veidos (s = 2, s = 3 vai s = 4), bet (b) — vienā veidā. In-
teresantāk ir par metiena iznākumu uzskatı-t nevis vienkārši uzkritušo punktu
summu, bet pašus kaulin, u ”uzkritumus”, kurus sakaitot, šo summu dabū.
Turpmākajā paliksim pie šı- viedokl,a.

Te nu jāšk, iro divi gadı-jumi.

(i) Abi kaulin, i ir vienādi: pēc izdarı-tā metiena nav iespējams atšk, irt,
kurš ir kurš.

(ii) Kaulin, i atšk, iras (pēc krāsas, lieluma, materiāla vai citādi), vai
arı- tos met vienu aiz otra (tad ı-stenı-bā pietiek ar vienu kaulin, u).
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Konkrētı-bas labad norunāsim, ka viens no kaulin, iem ir balts, otrs
— melns.

Vienādu kaulin, u gadı-jumā ne vairāk kā četrus punktus metienā, kā prasa
nosacı-jums (a), var iegūt četros veidos: uzkrı-t divi vieninieki, vieninieks un
divnieks, vieninieks un trijnieks vai arı- divi divnieki. Metiena iznākums te
ir divi skaitl,i, kas nav lielāki par 6, jeb, kā matemātikā mēdz teikt, skaitl,u
pāris. Divus skaitl,us gan var nosaukt vai pierakstı-t dažādā secı-bā, bet tas šai
gadı-jumā nespēlē lomu.

Tos četrus metiena iznākumus, kuri apmierina (a), ı-si pierakstı-sim tā:

[1, 1], [1, 2], [1, 3], [2, 2].

Kvadrātiekavas mums atgādinās, ka šie pāri ir jāuztver kā nesakārtoti : [1, 2]
un [2, 1] nozı-mē vienu un to pašu iznākumu. Bet tieši aston, us punktus var
iegūt trejādi: [2, 6], [3, 5] un [4, 4].

Dažādu kaulin, u gadı-jumā arı- varētu izlemt (ja nav kādu papildus spēles
nosacı-jumu), ka ir vienalga, uz kura no kaulin, iem uzkrı-t, piem., 1, bet uz
kura — 2; citiem vārdiem sakot, ignorēt kaulin, u atšk, irı-bas. Tad ı-stenı-bā at-
griežamies pie iepriekšējā gadı-juma, tāpēc tālāk pien, emsim, ka tas nav vien-
alga. Lı-dz ar to var uzrādı-t sešus veidus, kā metienā iegūstami ne vairāk
kā četri punkti ((a) nosacı-jums):

b1 un m1, b1 un m2, m1 un b2, b1 un m3, b2 un m2, m1 un b3,

kur b nozı-mē balto, bet m — melno kaulin, u. Ja norunā, ka viena, teiksim,
baltā kaulin, a uzkritumu vienmēr pieraksta pirmo, tad arı- atbildi var pierakstı-t
ı-sāk:

(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (2, 2), (3, 1);

šoreiz apal,ās iekavas atgādinās, kā pāri jāuztver kā sakārtoti. Tieši aston, iem
punktiem ((b) nosacı-jums) tādi iznākumi ir pieci:

(2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2).

Tikpat labi varētu norunāt, ka, otrādi, pirmo vienmēr raksta melnā kaulin, a
uzkritumu.

(3) Kā viegli redzēt, s var būt jebkurš naturāls skaitlis, sākot ar 2 un
beidzot ar 12, pie tam neatkarı-gi no tā, vai kaulin, i ir vienādi vai dažādi. Šie
gadı-jumi gan jāšk, iro, atbildot uz uzdotā jautājuma pirmo dal,u (cik ir dažādu
metiena iznākumu). Ja kaulin, i ir vienādi, skaitām pārus [i, j], kur 1 ≤ i ≤
j ≤ 6; tad ir pavisam 21 iznākums. Ja kaulin, i dažādi, skaitām pārus (i, j), kur
1 ≤ i, j ≤ 6. Tādu iznākumu pavisam ir 36.
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2. Tagad pārdomāsim citāda rakstura jautājumus

(4) Cik liela ir iespēja, ka (abus kaulin, us metot vienreiz) izpildı-sies nosacı--
jums (a) s ≤ 4, un cik liela, ka (b) s = 8?

(5) Kuram no abiem šiem nosacı-jumiem lielākas izredzes izpildı-ties?

Šie jautājumi paredz, ka nosacı-juma izpildı-̌sanās iespēja tiek kaut kā rak-
sturota skaitliski. Vienu tādu raksturojumu — nosacı-jumam labvēlı-go iznā-
kumu skaitu jau apspriedām pirmajā punktā sakarā ar jautājumu (2). Tomēr
tik vienkāršs raksturojums ne katrreiz l,auj pareizi salı-dzināt dažādu notikumu
ı-stenošanās iespējas.

Piemēram, n, emot vērā uz jautājumu (2) iegūtās atbildes, var piedāvāt šādu
atbildi uz (5): ja kaulin, i vienādi, (a) priekšrocı-bu pret (b) var raksturot kā 4 : 3,
bet ja tie dažādi, šı- priekšrocı-ba ir 6 : 5. Tas dod zināmu pamatu uzskatı-t, ka
gan vienādu, gan dažādu kaulin, u gadı-jumā ticamāks ir nosacı-jums (a). Taču
kā noteikt, vai (a) ir ticamāks kad kaulin, i vienādi vai kad tie dažādi? Viena
iespējama atbilde ir šāda: vienādiem kaulin, iem (a) izpildās četros gadı-jumos
no 21, bet dažādiem — sešos gadı-jumos no 36. Tā kā 4

21 >
6
36 , izlemjam, ka

nosacı-jumam (a) lielāka iespēja izpildı-ties ir tad, kad kaulin, i vienādi. Vēlāk
redzēsim, vai tiešām tā ir, bet tagad apskatı-sim šādu ilustrāciju mūsu apsvēru-
miem.

Jānis ar Pēteri pa šo laiku mainı-juši spēles noteikumus: uzvarējis būs
tas, kuram pirmajam metienā uzkritı-s punktu summa, kas nepārsniedz 4 ((a)
nosacı-jums). Izrādās, ka Jānim abi kaulin, i ir vienādi, bet Pēterim — dažādi.
Vai šı- spēle ir vienlı-dzı-ga?

Lai labāk izprastu šo situāciju, iedomāsimies, ka abi spēlētāji katrai spēlei
slēdz derı-bas par to, kurš no abiem uzvarēs. Pēteris ir izlası-jis pēdējo rind-
kopu pirms šı- vingrinājuma un uzskata, spēle nav vienlı-dzı-ga, proti, ka Jān, a
izredzes pret vin, ējām ir 4

21 : 6
36 , tātad nedaudz lielākas. Tāpēc vin, š pieprasa,

lai kompensācijai Jānis riskētu ar lielāku derı-bu likmi — teiksim, 24 santı-mi
pret 21 (jo 4

21 · 21 = 6
36 · 24). Vai jūs Jān, a vietā tam piekristu?

Iesim Jānim palı-gā un izpētı-sim Pētera priekšlikumu. Uzmanı-gi padomājot,
cik pamatoti ir iepriekš (pirms vingrinājuma) izdarı-tie vērtējumi, kl,ūst skaidrs,
ka tie balstās uz visai dabisku pārliecı-bu: visi iespējamie metiena iznākumi
ir vienādi iespējami. Šı- pārliecı-ba, pareiza vai nepareiza, savukārt izriet no
pien, ēmuma, ka abi kaulin, i ir ”godı-gi” jeb simetriski un ka tātad vienlı-dz
varbūtı-gi ir visi seši katra atsevǐsk,a kaulin, a uzkritumi. Šādas simetrijas ”blē-
dı-gu” kaulin, u gadı-jumā nebūs, bet pie tā atgriezı-simies nedaudz vēlāk. Pa-
gaidām tātad uzskatı-sim, ka kaulin, i patiešām simetriski.
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Vēl viens pārliecı-bā balstı-ts pien, ēmums ir jau pirmā jautājuma (1) sakarā
pieminētā abu kaulin, u uzkritumu neatkarı-ba: tie var kombinēties katrs ar kat-
ru. Pat vairāk, šk, iet skaidrs, ka visi seši katra kaulin, a uzkritumi nevien ir
iespējami, bet arı- paliek vienlı-dz iespējami neatkarı-gi no otra kaulin, a uzkri-
tuma. Tādejādi, nevienai no iespējamām uzkritumu kombinācijām, t.i., nevie-
nam metiena iznākumam nevajadzētu būt nekādām priekšrocı-bām vai ierobe-
žojumiem parādı-ties, salı-dzinot ar citiem.

Tiešām, iedomāsimies, ka eksperimentu — divu (šobrı-d dažādu) kaulin, u
mešanu atkārtojam daudz reižu. Protams, mēs neceram, ka pēc 36 metieniem
katrs iespējamais iznākums būs paguvis ı-stenoties, taču mēs arı- negaidām,
ka pusē gadı-jumu būs uzkrituši abi sešnieki. Tomēr garākā, teiksim, 360
metienu sērijā, visiem iznākumiem vajadzētu būt parādı-jušamies apmēram
vienādi bieži: ap 10 reizēm katram. Ja arı- tagad divi sešnieki būs krituši
30 vai, otrādi, 3 reizes, pamatotas būs aizdomas, ka vismaz viens no kaulin, iem
nav pareizs vai mešana nenotiek godı-gi.

Tātad visiem 36 dažādu kaulin, u metiena iznākumiem ir vienāda iespēja
parādı-ties, un šo iespēju var raksturot ar dal,u 1

36 . Bet iespēja izpildı-ties
nosacı-jumam (a) (ka s ≤ 4), kuram, kā redzējām iepriekš, der seši iznākumi,
ir sešreiz lielāka, un to tad raksturo skaitlis 6

36 jeb 1
6 , kurš rāda, kādu dal,u

no visiem iespējamiem iznākumiem sastāda tie, kuri apmierina nosacı-jumu.
Šo skaitli mēdz saukt par nosacı-juma (a) izpildı-̌sanās varbūtı-bu (precı-zāk, kla-
sisko varbūtı-bu). Lı-dzı-gi, nosacı-juma (b) (ka s = 8) izpildı-̌sanās varbūtı-ba ir
5
36 .

Tagad ievērosim, ka nosacı-jumam

(e) uz viena no kaulin, iem uzkritis viens, bet uz otra — divi punkti

ir divreiz lielāka varbūtı-ba izpildı-ties nekā nosacı-jumam

(f) uz katra kaulin, a uzkritis viens punkts,

jo (e) formulējumā nav norādı-ts, kuras krāsas kaulin, a uzmetumam jābūt 1,
kuras 2, un tāpēc šim nosacı-jumam labvēlı-gi ir divi metiena iznākumi, kamēr
nosacı-jumam (f) — tikai viens. Īstenı-bā šis fakts nekādi nav saistı-ts ar to,
kā kaulin, i izkrāsoti, tātad arı- ar to, ka tie šobrı-d ir atšk, irı-gi. Nosacı-jumu (e)
un (f) izpildı-̌sanās iespējas neizmainās, ja mēs šo atšk, irı-bu nen, emam vērā vai,
teiksim, nepamanām. Turpinot šo domu, nonākam pie secinājuma, kas var šk, ist
negaidı-ts: (i) gadı-jumā, kad kaulin, i vienādi, iespējamie piecpadsmit metiena
iznākumi nebūt nav vienlı-dz varbūtı-gi! Proti, iznākuma [i, j] varbūtı-ba ir
nevis 1

21 , bet gan 1
36 , kad i = j, un 2

36 pretējā gadı-jumā. Tālāk, saskaitot jau
agrāk atrasto četru nosacı-jumam (a) labvēlı-go iznākumu varbūtı-bas 1

36 + 2
36 +

2
36 + 1

36 , dabūjam, ka vienādiem kaulin, iem (a) iespēju izpildı-ties (varbūtı-bu)
raksturo nevis skaitlis 4

21 , bet tas pats skaitlis 6
36 , ko izrēk, inājām dažādiem
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kaulin, iem. Citiem vārdiem, nosacı-juma (a) varbūtı-ba nav atkarı-ga no tā, vai
kaulin, i vienādi, vai nē. (Starp citu, tā nav nejaušı-ba: tāpat ir ar (b) un ar
jebkuru citu nosacı-jumu.)

Tātad Pēterim nav taisnı-ba, un pēdējā aprakstı-tā spēle ir vienlı-dzı-ga. Mal-
dı-gs bija pien, ēmums, ka vienādu kaulin, u gadı-jumā nevienam metiena iznāku-
mam nav priekšrocı-bu, salı-dzinot ar citiem.

Ja kāds no kaulin, iem nav pareizs, tad lietotie apsvērumi metiena iznākumu
varbūtı-bas skaitliskai novērtēšanai vairs neder.

3. Pirmajā punktā uzdotie jautājumi (2) un (3) par spēl,u kaulin, iem ir
l,oti vienkārši t.s. kombinatorisko uzdevumu piemēri. Kombinatorika ir mate-
mātikas nozare, kas pētı- galı-gu kopu uzbūvi, attiecı-bas starp šo kopu dal,ām
un dažādu grupējumu jeb konfigurāciju veidošanu no to elementiem. Ele-
mentārā kombinatorika, kuras sākumus apgūst skolas kursā, nodarbojas ar
vienkāršu konfigurāciju eksistences un skaitı-̌sanas jautājumiem; pie tam to
vairāk interesē dažādas skaitı-̌sanas metodes nekā pati skaitı-̌sana.

Piemēram, 1. punktā saskārāmies ar skaitl,u pāriem, ko veido no kopas
{1, 2, 3, 4, 5, 6} izraudzı-ti divi skaitl,i. Atkarı-bā no nostādnes, skaitl,u pāri vei-
dojās nesakārtoti vai sakārtoti (gadı-jumi (i) un (ii)). Mēs interesējāmies, cik
pavisam ir šāda veida konfigurāciju (jautājuma (3) pirmā dal,a), vai iespēja-
mas konfigurācijas, kas apmierina kādu nosacı-jumu (jautājums (1)), un ja
ir, tad cik (jautājums (2), arı- jautājuma (3) otrā dal,a). Skolas kursā tradi-
cionāli aplūkotās konfigurācijas ir izlases, kas rodas, pēc zināmiem nosacı-ju-
miem izvēloties elementus no galı-gas kopas, un arı- tādas kopas elementu izvie-
tojumi . Vienus un otrus kopā dažreiz mēdz saukt par savienojumiem.

Atbildes meklējumi uz jautājumiem (4) un (5), kā redzējām 2. punktā,
balstās uz 1. punkta kombinatoriskajiem apsvērumiem. Taču jau pats jautā-
jums ietvēra jaunu, citāda rakstura ideju: tas bija jautājums par nenoteiktı-bas
kvantitatı-vu (jeb skaitlisku) novērtēšanu. Mēs nonācām pie ı-paša veida no-
vērtējumiem, ko saucām par attiecı-go nejaušo notikumu varbūtı-bām. Sko-
las kursā apskatāmā elementārā varbūtı-bu teorija l,auj pēc vienu notikumu
varbūtı-bām aprēk, ināt citu notikumu varbūtı-bas.

1.2. Vingrinājumi un uzdevumi

1. Izpētiet jautājumus (1)–(5) tādam izmēg‘ inājumam, kur nevis met divus
spēl,u kaulin, us, bet n, em patval,ı-gu kaulin, u no pilna domino komplekta, un s
nozı-mē punktu summu uz pan, emtā kaulin, a. Kuri apsvērumi un vērtējumi
paliek spēkā, kuri mainās, kuri nemaz neparādās, vai parādās kādi jauni?
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2. Cik veidos, metot divus spēl,u kaulin, us, var iegūt katru no iespējamām
summām 2, 3, . . . , 12? Izmantojiet atbildes, lai noteiktu, kāda ir varbūtı-ba
izpildı-ties katram no nosacı-jumiem s = 2, s = 3, . . . , s = 12, kur s, tāpat kā 1.
punktā, ir abu uzkritumu summa. Atkal izpētiet abus gadı-jumus (i) un (ii).
(Skat arı- 3.10. piemēru 51. lpp.)

Aprēk, iniet varbūtı-bu summu nosacı-jumiem (saka arı- notikumiem) s = 2,
s = 3 un s = 4 un salı-dziniet to ar pirmās sadal,as 2. punktā atrasto nosacı-juma
(a) varbūtı-bu 6

36 .

3. Mesta monēta var krist ar ”ciparu” (aversu, priekšpusi) vai ”g‘erboni” (re-
versu, mugurpusi) uz augšu. Pareizu monētu met 100 un 1000 reižu. Kurā ga-
dı-jumā ir ticamāks katrs no šādiem novērojumiem:

a) cipars ir uzkritis mazāk nekā trijās desmitdal,ās visu metienu,
b) g‘erbon, a uzkritumu skaita attiecı-ba pret izdarı-to metienu skaitu ir starp

0,47 un 0,53?

4. Metiet monētu 100 reizes un pēc katra metiena reg‘ istrējiet iznākumu.
Apzı-mēsim ar p g‘erbon, a uzkritumu skaita attiecı-bu pret izdarı-to metienu
skaitu. Aprēk, iniet lieluma p vērtı-bu pēc katra metiena un attēlojiet rezultātus
grafiski koordinātu sistēmā, kurā uz horizontālās ass atlikts metienu skaits, bet
uz vertikālās — iespējamās p vērtı-bas starp 0 un 1. Kas notiek ar p vērtı-bu,
izdarı-to metienu skaitam pieaugot? Izskaidrojiet pamanı-to likumı-bu.

5. Metot reizē divas monētas, interesēsimies par šādiem iznākumiem: [c,c]
(uzkrituši abi cipari), [g‘ ,g‘ ] (abi g‘erbon, i) un [c,g‘ ] (cipars un g‘erbonis). Novēr-
tējiet to varbūtı-bas. Apmēram cik reižu 30 metienos varētu parādı-ties katrs no
trijiem iznākumiem? Vai ir svarı-gi, vai monētas ir vienādas (tātad neatšk, ira-
mas), vai dažādas? Salı-dziniet savus apsvērumus ar klasesbiedru apsvērumiem.
(Parasti pien, em, ka monētas, spēl,u kaulin, i u.tml. ir pareizi (simetriski), ja nav
noteikts kas cits.)

6. Atkārtojiet monētu mešanas eksperimentu no iepriekšējā vingrinājuma 30
reizes un reg‘ istrējiet katra metiena iznākumu. Ievērojiet, cik reizes atkārto-
jies katrs no trim iznākumiem. Salı-dziniet novērojumus ar iepriekš izdarı-to
prognozi.
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2. Izlases

Izlases ir tradicionālas kombinatorikas, dal,ēji arı- varbūtı-bu teorijas konfigurāci-
jas (veidojumi), kuras, no vienas puses, parādās skaitı-̌sanas uzdevumos dažādu
iespējamu variantu izvēles rezultātā, bet no otras — pašas tiek skaitı-tas. Ir
vairāki uzdevumu tipi, kurus shematiski var formulēt tā: cik ir no teikta veida
izlašu, kas apmierina noteiktu nosacı-jumu.

Šai nodal,ā stāstı-ts, kas ir izlases un kā tās skaita, kā arı- ievestas un pama-
totas svarı-gākās elementārās kombinatorikas vienādı-bas. Ir arı- gan vispārı-ga
veida, gan konkrētu uzdevumu risināšanas piemēri — gan ar pamatı-giem, gan
l,oti skopiem paskaidrojumiem.

2.1. Saskaitı-̌sanas un sareizināšanas principi

1. Sāksim ar pavisam vienkāršiem piemēriem.

2.1. piemērs. Bibliotekā ir divu angl,u detektı-vromānu rakstnieku darbi:
aston, i A. Konana Doila un desmit A. Kristi sējumi. Tad lası-tājs var izvēlēties
kādu no 18 sējumiem. J

2.2. piemērs. Ir zināms, ka ekskursantu grupā, kas dodas ārzemju brau-
cienā, divpadsmit prot angl,u, bet septin, i — vācu valodu. Turklāt trı-s ir tādi,
kas prot abas šı-s valodas. Cik ı-sti ir to , kuri prot vismaz vienu no šı-m valodām?

Protams, ka atbilde ”devin,padsmit”, ko dabū saskaitot divpadsmit ar sep-
tin, i, ir nedaudz pārspı-lēta: tā būsim divreiz uzskaitı-juši tos trı-s, kuri prot abas
valodas. Pareizā atbilde ir ”sešpadsmit”. J

Mēs varam iedomāties, ka katrā no šiem piemēriem ir iespēja izdarı-t vienu
no divām izvēlēm (A. Konans Doils vai A. Kristi, angl,u vai vācu valodas
pratējs), un jānosaka cik galu galā ir dažādu iespējamu variantu. Tajos (t.i.,
piemēros) ir ietverta ideja, kuru vispārı-gāk var formulēt šādi.

SASKAIT̄IŠANAS PRINCIPS: Ja izvēli α var izdarı-t k veidos, bet izvēli
β — l citos veidos, tad izvēli

”
α vai β” var izdarı-t k + l veidos.

Šo principu mēdz saukt arı- par summas principu. Pievērsı-sim tā tekstā uz-
manı-bu atrunai ’citos’. Ja plauktā ir četras grāmatas cietos vākos un piecas
biezas grāmatas, tad šis princips var arı- nederēt, lai noteiktu, cik grāmatu var
atrast plauktā (ja tur ir bieza grāmata cietos vākos) — gluži tāpat kā otrajā pie-
mērā.

Lı-dzı-gs princips ir spēkā arı- vairāk nekā divām izvēlēm.
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2.3. piemērs. Veikalā ı-si pirms slēgšanas palikuši 7 kukulı-̌si Borodinas
maizes, 5 kukulı-̌si saldskābmaizes, 4 kukulı-̌si klona maizes un 8 baltmaizes
batoni. Cik liels ir piedāvājums pircējam, kurš iesteidzas veikalā pēdējā brı-dı-?

Tā kā visas četras maizes šk, irnes ir dažādas, varam saskaitı-t dažādu šk, irn, u
kukulı-̌su skaitu. Tas nozı-mē, ka pircējs var dabūt vienu no 24 kukulı-̌siem. J

VISPĀR̄IGAIS SASKAIT̄IŠANAS PRINCIPS: Pien,emsim, ka ir jāizdara
viena no izvēlēm α1, α2, . . . , αn (n ≥ 2). Ja

izvēli α1 var izdarı-t k1 veidos,
izvēli α2 var izdarı-t k2 veidos

u.t.t., pie kam nekādām divām no šı-m izvēlēm nav kopı-gu variantu,
tad izvēli

”
α1 vai α2, vai . . ., vai αn” var izdarı-t k1 + k2 + · · · + kn

veidos.

Abi šie principi ir tik dabiski un vienkārši, ka vēlāk parasti tos lietosim bez
ı-paša atgādinājuma.

2. Tagad apskatı-sim piemērus, kas novedı-s pie cita principa.

2.4. piemērs. Cik ir divciparu naturālu skaitl,u?
Pirmais cipars var būt 1, 2, . . . , 9, bet otrais bez tam var būt arı- nulle.

Tātad pirmo ciparu var izraudzı-ties devin, os, bet otro — desmit veidos, turklāt
jebkuram pirmajam ciparam drı-kst pierakstı-t blakus jebkuru otro ciparu. Tā-
pēc pavisam ir 90 divciparu skaitl,u. J

2.5. piemērs. Plauktā ir 12 grāmatas. No tām vienu pan, em Jānis, pēc
tam vēl vienu — Juris. Cik dažādu variantu te iespējams?

Jānis var sev izvēlēties jebkuru no 12 grāmatām. Jurim palikušo grāmatu
kopums, protams, ir atkarı-gs no tā, kuru ir pan, ēmis Jānis. Taču jebkurā ga-
dı-jumā Juris var sev izvēlēties grāmatu 11 veidos. Tā kā nekādu citādu iero-
bežojumu nav, atkal drı-kstam šos skaitl,us sareizināt: tātad ir iespējams 121
variants, kā pan, emt no plaukta vienu aiz otras divas grāmatas. J

Formulēsim šo sareizināšanas ideju vispārı-gāk.

SAREIZINĀŠANAS PRINCIPS: Ja izvēli α var izdarı-t k veidos un katrs
no tiem piel,auj, ka kādu izvēli β var izdarı-t l veidos, tad izvēli

”
α un

β” var izdarı-t k · l veidos.

.
Šo principu, kuru dažreiz sauc arı- par reizinājuma principu, izmantojām

jau ievada paragrāfā, konstatējot, ka divu dažādu kaulin, u metienam iespējami
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36 iznākumi. Atšk, irı-bā no saskaitı-̌sanas principa, šeit izvēlei β nav jābūt ar
pilnı-gi citiem iznākumiem; var pat divas reizes izdarı-t vienu un to pašu izvēli.
Vēl viens piemērs tam: ja Juris grāmatu n, em pēc tam, kad Jānis savējo jau
atlicis plauktā atpakal,, tad abas reizes notiek izvēle no vienām un tām pašām
12 grāmatām. Protams, tad ir 144 varianti.

Arı- sareizināšanas princips ir vispārināms vairākām izvēlēm. Mēs varam
sev jautāt, cik pavisam ir trı-sciparu vai septin, ciparu skaitl,u, un šos ciparus
tāpat pa vienam izraudzı-ties.

VISPĀR̄IGAIS SAREIZINĀŠANAS PRINCIPS: Pien,emsim, ka ir
jāizdara n izvēles α1, α2, . . . , αn (n ≥ 2). Ja

izvēli α1 var izdarı-t k1 veidos,
katrs α1 variants piel,auj, ka izvēli α2 var izdarı-t k2 veidos,
katrs iespējamais izvēles

”
α1 un α2” variants piel,auj, ka izvēli α3

var izdarı-t k3 veidos
u.t.t., tad izvēli

”
α1 un α2, un . . ., un αn” var izdarı-t k1k2 · · · kn veidos.

Pēc šı- principa iznāk, ka pavisam ir 9 · 10 · 10 jeb 900 trı-sciparu skaitl,u:
no 100 lı-dz 999, 9000 četrciparu skaitl,u u.t.t. Ja mūs interesē trı-sciparu pāra
skaitl,i, tad te trešais reizinātājs būs ne vairs 10, bet 5. Ja citu aiz citas no
tā paša plaukta izn, em četras grāmatas, tad veidojas 12 · 11 · 10 · 9 jeb 11880
variantu.

Mēs parasti izlaidı-sim apzı-mētāju ’vispārı-gais’ un runāsim vienkārši par
saskaitı-̌sanas un reizināšanas principiem arı- tad, kad ir vairākas izvēles.

2.2. Kas ir izlase?

1. Kādas kopas elementu izlase rodas, ja vienu vai vairākas reizes no šı-s
kopas izvēlas pa elementam. Kā noderı-gu robežgadı-jumu piel,auj arı- iespēju,
ka izvēle nenotiek nevienu reizi — t.i., ka nekas netiek izvēlēts. Izvēl,u skaitu,
kuras izdara, izlasi veidojot, sauc par radušās izlases garumu, bet izvēlētie
kopas elementi nosakas izlases sastāvu (sk. tālāk). Atkarı-bā no apstākl,iem,
kā izlase veidojas, izšk, ir vairāku paveidu izlases.

Katru izvēlēto elementu pirms nākamās izvēles var ”atlikt” vai ”neatlikt”
kopā atpakal, (kā, piemēram, grāmatu plauktā). Dažkārt tai vietā ir parocı-gāk
domāt, ka katrs kopas elements ir pieejams vairākos eksemplāros (kā cipari,
rakstot daudzciparu skaitli) vai attiecı-gi tikai vienā (izraugoties basketbola
komandas sākuma sastāvu no vairākiem kandidātiem). Var pat vispār tikai
norādı-t uz kopas elementu; tad ”atlikšana atpakal,” nozı-mē, ka vienu un to
pašu elementu var norādı-t vairākkārt, bet ”neatlikšana” — ka tikai vienreiz.
Radušos izlasi visos gadı-jumos sauc par izlasi ar atkārtojumiem vai, attiecı-gi,
— par izlasi bez atkārtojumiem.
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Dažās situācijās var būt, citās var nebūt svarı-gi, kādā kārtı-bā izlases locekl,i
tikuši izvēlēti (piem., diktējot telefona numuru un izvēloties no saldumu šk, ı-vja
dažas konfektes). Pirmajā gadı-jumā saka, ka apskatāmā izlase ir sakārtota,
otrajā — ka tā ir nesakārtota. Sakārtotās izlases bieži sauc arı- par variācijām,
bet nesakārtotās — par kombinācijām. Pēc tradı-cijas, vienkārši ar variāciju
(vai kombināciju) saprot izlasi bez atkārtojumiem, tāpēc šo apzı-mētāju var
atmest. Taču, ja variācija vai kombinācija ir ar atkārtojumiem, to nevajag
aizmirst piebilst.

Brı-dinājums: šie dažādie nosaukumi liecina tikai par izlases veido-
šanas priekšnosacı-jumiem, ne par tās sastāvu vai izskatu. Izlasē bez
atkārtojumiem visi izvēlētie kopas elementi, protams būs dažādi.
Taču arı- izlase ar atkārtojumiem var izrādı-ties tāda, kurā atkārto-
jumu ı-stenı-bā nav: ir bijusi tikai iespēja tādiem parādı-ties. (Tādē-
jādi jebkura izlase pati par sevi var tikt uzskatı-ta par izlasi atkār-
tojumiem!) Lı-dzı-gi, ja sakārtotā izlasē samaina vietām divus vie-
nādus locekl,us, paliks tā pati izlase. Jautājums ir cits: vai, n, emot
vērā situāciju (uzdevuma noteikumus), drı-kstam mainı-t locekl,us
vietām neatkarı-gi no tā, kādi tie ir. Ja situācija to nel,auj, tad pat
izlase, kurā visi locekl,i gadı-jušies vienādi, jāpieskaita pie sakārto-
tām.

Minētajām pazı-mēm dažādi kombinējoties, rodas četri izlašu paveidi:

nesakārtotas izlases bez atkārtojumiem (kombinācijas),
sakārtotas izlases bez atkārtojumiem (variācijas),
nesakārtotas izlases ar atkārtojumiem (kombinācijas ar atkārtojumiem),
sakārtotas izlases ar atkārtojumiem (variācijas ar atkārtojumiem).

Kopu, no kuras izvēlas elementus, sauksim par pamatkopu. To vienmēr
uzskatı-sim par galı-gu, un tās elementu skaita apzı-mēšanai rezervēsim burtu
n (taču šı- nav nepārkāpjama noruna). Izlases garumu parasti centı-simies
apzı-mēt ar r, un šāda garuma izlases no n-elementu kopas sauksim par izlasēm
pa r elementiem no n elementiem jeb, ı-sāk, pa r no n, vai pat par r-izlasēm no
n. Dažkārt parocı-gi iedomāties, ka pamatkopas elementi ir kaut kā sanumurēti,
tā ka var runāt par tās pirmo, otro elementu u.tml. Ciktāl elementu numurus
izmanto tikai to (t.i., elementu) atpazı-̌sanai, šı- sanumurētı-ba, kā arı- konkrēts
numuru piekārtojums neiespaido izlašu veidošanu.

Var ierobežoties tikai ar vienreizēju elementa izvēli no pamatkopas: tad
radušās izlases garums ir 1. Mēs redzēsim, ka dažreiz ir ērti iedomāties, ka
izlases garums r var būt arı- 0: tas nozı-mē, ka ı-stenı-bā mēs neko neizvēlamies.
Ir pien, emts uzskatı-t, ka tā rodas t.s. tukšā izlase bez locekl,iem (lı-dzı-ga tukša-
jai kopai) un ka šāda ı-patnēja izlase ir viena vienı-ga. Motivējums tam ir tāds,
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ka, piel,aujot tukšo izlasi, dažas kombinatoriskas sakarı-bas iegūst vispārı-gāku
raksturu.

No otras puses, izlases ar atkārtojumiem var būt neierobežoti garas. Bet
izlasei bez atkārtojumiem no n elementiem, protams, vienmēr r ≤ n.

2.6. piemērs. Atcerēsimies divus spēl,u kaulin, us, ar kuriem darbojāmies
ievadā. Ja kaulin, i ir vienādi, tad metiena iznākums [i, j] ir kombinācija ar
atkārtojumiem, bet ja tie dažādi, tad iznākums (i, j) ir variācija ar atkārtoju-
miem no sešu elementu pamatkopas {1, 2, 3, 4, 5, 6}. J

Lietosim kvadrātiekavas un apal,ās iekavas arı- garāku izlašu pierakstı-̌sanai.
Piem., (a, b, a, c) un (c, b, a, a) nozı-mēs divas dažādas sakārtotas 4-izlases no
alfabēta mazo burtu kopas, bet [a, b, a, c] — nesakārtotu 4-izlasi ar tiem pašiem
locekl,iem. Pie tam [a, b, a, c] = [c, b, a, a]. Tukšo izlasi var pierakstı-t gan kā ( ),
gan arı- kā [ ].

2.7. piemērs. Veikalā piedāvā triju šk, irn, u jogurtu: ananāsu, bumbieru
un cidoniju. Kā (kādos veidos) var izvēlēties divas kārbas?

Lietosim burtus A, B, C šo triju jogurta šk, irn, u apzı-mēšanai. Pirms meklēt
atbildi uz jautājumu, jācenšas precı-zi izprast tā jēgu. Vai pircējs ir ar mieru
izraudzı-ties abas kārbas ar vienas šk, irnes jogurtu (piem., vai variants AA ir
piel,aujams)? Vai ir svarı-gi (skaitot variantus), kādā secı-bā nosauc pārdevējam
abas šk, irnes (vai AB un BA ir viens un tas pats ”veids”)?

Kā redzams, uzdotais jautājums nav ı-sti labi formulēts. Lūk, četras iespē-
jamās atbildes atkarı-bā no pien, emtā precizējuma:

(a) ja šk, irnes drı-kst atkārtoties un secı-ba ir svarı-ga, tad AA, AB, AC,
BA, BB, BC, CA, CB, CC,

(b) ja šk, irnes nedrı-kst atkārtoties, bet secı-ba ir svarı-ga, tad AB, BA, AC,
CA, BC, CB,

(c) ja šk, irnes drı-kst atkārtoties, bet secı-ba nav svarı-ga, tad AA, AB, AC,
BB, BC, CC,

(d) ja šk, irnes nedrı-kst atkārtoties un secı-ba nav svarı-ga, tad AB, AC, BC.

Tagad ievērosim, ka visos četros gadı-jumos ir notikušas izvēles no šk, irn,u kopas
{A,B,C}. Iegūtās izlases ir, attiecı-gi, variācijas ar atkārtojumiem, variācijas,
kombinācijas ar atkārtojumiem un kombinācijas no 3 elementiem pa 2.

Iespējams, lası-tājs sākumā bija noskan, ots sagaidı-t, ka izvēlētas tiks ne šk, ir-
nes, bet kārbas. Mēs tiešām varētu pircējam pavaicāt, vai vin, am ir, vai nav
vienalga, kuru no visām ananāsu jogurta kārbām vin, š dabū. Iepriekš kluscie-
šot tika pien, emts, ka ir vienalga. Ja tas tā nav, tad par pamatkopu jān, em,
piemēram, visu veikalā esošo jogurta kārbu kopa. J
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2.8. piemērs. Seši draugi iegriežas saldējuma kioskā, kurā ir četru veidu
saldējums; katrs grib nopirkt pa vienai porcijai. Kāda veida izlase un no kādas
kopas te veidojas?

Acı-mredzot, sešas reizes tiks izraudzı-ta viena no četrām saldējuma šk, irnēm.
Nevar liegt vairākiem izvēlēties vienu un to pašu šk, irni pat tad, ja izvēles
iespēju būtu vairāk. Tātad pirkums būs izlase ar atkārtojumiem no 4 pa 6.
Ja katrs grib dabūt paša izraudzı-to šk, irni, nevis vienalga, kuru, tad šı- izlase
jāuzskata par sakārtotu (iedomājieties, ka draugi sastājušies rindā), bet ja nē,
tad tā ir nesakārtota. J

2.9. piemērs. Desmit cilvēku komitejai jāizrauga savs priekšsēdētājs, sek-
retārs un kasieris. Kāda izlase ir šis amatpersonu trijnieks?

Nepietiek tikai nosaukt trı-s no komitejas locekl,iem: jāzina arı-, kuru amatu
katrs ien, ems. Var, piemēram, norunāt, ka amatpersonas ievēlē minētajā secı-bā.
Ja turklāt, kā dabiski domāt, katrs no desmita var būt tikai vienā amatā, tad
amatpersonu trijnieks ir variācija no 10 pa 3. J

2.10. piemērs. Ieskaitē ir septin, i uzdevumi, no kuriem studentam jāatri-
sina jebkuri četri. Kādas izlases te rodas?

Parasti nav svarı-gi, kādā secı-bā uzdevumus risina, un, protams, neko ne-
dod viena uzdevuma vairākkārtēja risināšana. Tātad šeit students ı-steno kom-
bināciju no 7 pa 4. J

2.11. piemērs. No cipariem 2, 3, 4, 5, 6, 7 veido trı-sciparu skaitl,us. Mūs
interesē (a) tie skaitl,i, kuros cipari ir augošā secı-bā, (b) tie, kuros neviens
cipars nav mazāks par iepriekšējo, (c) tie, kuros visi cipari dažādi, (d) visi
trı-sciparu skaitl,i.

(a) gadı-jumā dažkārt gribas domāt, ka jārēk, inās ar sakārtotām izlasēm, jo
ir taču jāpanāk augoša ciparu secı-ba katrā apskatāmajā skaitlı-. Tomēr tieši
tādēl, izvēlēties ciparu secı-bu šeit vairs nevajag; atliek tikai izvēlēties skaitl,a
trı-s ciparus. Piem., ja nosaukti cipari 6, 2, 4, tad viennozı-mı-gi noteikts skaitlis
246. Tātad šai gadı-jumā mums ir darı-̌sana ar kombinācijām no 6 pa 3.

(b) Te apsvērumi ir lı-dzı-gi, ar vienı-go atšk, irı-bu, ka skaitlim piel,auti arı- vie-
nādi cipari; protams, tiem jāatrodas blakus. Tāpēc uzrakstı-t vienu šādu skaitli
nozı-mē n, emt kombināciju ar atkārtojumiem no 6 pa 3. (Atgādinājums: pie-
bilde ’ar atkārtojumiem’ nenozı-mē, ka atkārtojumiem noteikti jābūt.)

(c) Šoreiz, protams, trı-s dažādu ciparu nosaukšana vairs nenosaka skaitli
pilnı-bā, un mums pašiem ir jānorāda arı- secı-ba, kādā tie rakstāmi. Te katrs
skaitlis jāuztver kā variācija no 6 pa 3.

(d) Kad nu nav nekādu ierobežojumu, mēs drı-kstam, spriežot tāpat, kā (c)
gadı-jumā, nosaukt arı- vienādus ciparus. Lı-dz ar to šoreiz mums ir jāveido
variācijas ar atkārtojumiem no 6 pa 3. J
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Piezı-mēsim, ka pamatkopas elementu kombinācija (bez atkārtojumiem)
nav nekas cits kā tās apakškopa. To pašu pasakot citādi, lai iegūtu kom-
bināciju bez atkārtojumiem, varam tās locekl,us n, emt arı- visus uzreiz, nevis pa
vienam. Tādejādi, kombinācija [6, 2, 4] un kopa {2, 4, 6} pēdējā piemērā ir viens
un tas pats objekts (bet kombināciju ar atkārtojumiem [6, 2, 2] gan nedrı-kst
domāt kā kopu {6, 2, 2}: kopā elementi neatkārtojas). Savukārt, pamatkopas
elementu sakārtotu izlasi var iedomāties kā galı-ga garuma virkni, kuras locekl,i
pieder pamatkopai. Ārpus kombinatorikas variācijas ar atkārtojumiem pazı-sta-
mas ar nosaukumu korteži. Arı- vektors (pierakstı-ts kā koordinātu rindin, a) nav
nekas cits kā variācija ar atkārtojumiem.

2. Pieminēsim tepat arı- permutācijas.

Par kādas kopas elementu permutāciju sauc ikvienu tās elementu
izvietojumu virknē, kurā katrs kopas elements parādās tieši vienu reizi.
Ja tādā izvietojumā piel,auj arı- elementu atkārtojumus (un iztrūkumus,
domājot, ka elements parādı-jies 0 reizes), tad saka, ka mums ir per-
mutācija ar atkārtojumiem.

Protams, lai varētu izveidot permutāciju ar atkārtojumiem, kurā kāds kopas
elements patiešām parādās vairāk nekā vienu reizi, šim elementam jābūt pie-
ejamam vairākos eksemplāros.

Kaut arı- šı- definı-cija it kā neliecina, ka permutācija būtu izlase no kaut kā,
būtı-bā tā ir ı-paša apskatāmās kopas elementu variācija, proti, tāda, kurā iz-
lietoti visi kopas elementi. Protams, ikviena permutācija ar atkārtojumiem
ir variācija ar atkārtojumiem, un otrādi, t.i., tās ir vienas un tās pašas ”kon-
figurācijas“. Atšk, iras tikai mūsu skatapunkts uz vienām un otrām (izlases vai
izvietojumi).

2.12. piemērs. No vārdu ’kartupelis’, ’saskaitı-ts’, ’neieiesim’ burtiem, tos
pārstatot, darina jaunus vārdus.

Te vārdā ’kartupelis’ visi burti ir dažādi, tāpēc no tā burtiem veidojas
permutācijas bez atkārtojumiem. Pie tam visas šo burtu permutācijas tā ir
iegūstamas (nevajag aizmirst, ka pats sākuma vārds arı- ir viena no tādām
permutācijām). Pārējos divos gadı-jumos veidojas permutācijas ar dažu burtu
atkārtojumiem, taču ne visas. Tā, no otrā vārda burtiem a, i, k, ı-, s, t nevar
iegūt nevienu permutāciju, kurā burts ’i’ parādı-tos vairāk nekā vienu reizi,
bet ’s’ — mazāk nekā trı-s reizes. Citas permutācijas ar atkārtojumiem varētu
iegūt, ja atteiktos no ierobežojuma, ka jaunos vārdus darina, vienı-gi burtus
pārstatot. J
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2.3. Kombinatorikas pamatskaitl,i

1. Mēs interesēsimies par to, cik pavisam ir noteikta veida izlašu no fiksētas
pamatkopas. Ir skaidrs, ka šeit nekādu lomu nespēlē to priekšmetu daba, kuri
veido doto kopu: izlašu skaits ir atkarı-gs tikai no pamatkopas elementu skaita
n, izlases garuma r un, protams, no tā, kuras no četrējādām izlasēm skaitām.
Ievedı-sim šadus apzı-mējumus:

• Cr
n — kombināciju skaits no n (elementiem) pa r (elementiem),

• Arn — variāciju skaits no n pa r,

• C̄r
n — kombināciju ar atkārtojumiem skaits no n pa r,

• Ārn — variāciju ar atkārtojumiem skaits no n pa r,

• Pn — permutāciju skaits no n;

šı- punkta beigās parādı-sies vēl viens.
Runājot par izlasēm ar atkārtojumiem, dažkārt jāinteresējas par to, cik ir

izlašu ar iepriekš norādı-tu sastāvu. Intuitı-vi sastāvs ir izlasē ietilpstošo pa-
matkopas elementu kopums. Taču ja mums ir divas vienāda garuma izlases ar
atkārtojumiem, kurās ietilpst vieni un tie paši pamatkopas elementi, bet kādi
no tiem — atšk, irı-gu skaitu reižu vienā un otrā, tad tādas izlases uzskata par
dažādām. Tāpēc saka arı-, ka tām ir dažādi sastāvi. Ja elementi pamatkopā ir
sanumurēti, tad izlases sastāvu ērti raksturot ar rindin, u (r1, r2, . . . , rn), kur
i-ais loceklis ri ir skaitlis, kurš rāda, cik reižu izlasē parādās kopas i-ais ele-
ments. Tādējādi, izlasei bez atkārtojumiem šai rindin, ā parādās tikai nulles un
vieninieki. Pārnumurējot kopas elementus, šai rindin, ā locekl,i tikai samainās
vietām.

2.13. piemērs. Iepriekšējā piemērā vārdu ’saskaitı-ts’ iedomājāmies kā izlasi
ar atkārtojumiem no sešelementu burtu kopas. Tās sastāvs ir (2, 1, 1, 1, 3, 2),
ja burtus uzskaitām, kā tas darı-ts minētajā piemērā, alfabēta secı-bā: a i ı- k s t.
Ja tos pašus burtus uzskaitı-tu tādā secı-bā, kā tie parādās sākumvārdā (s a k i
t ı-), tad sastāvs būtu pierakstāms tā: (3, 2, 1, 1, 2, 1). Pārstatot šai vārdā bur-
tus, var iegūt tās un tikai tās permutācijas ar atkārtojumiem, kurām ir šis
sastāvs. Izlases ’neieiesim’ sastāvs ir(3, 3, 1, 1, 1). J

Saprotams, ir tikai viena nesakārtota izlase ar atkārtojumiem, bet fiksētu
sastāvu. To sakārtoto izlašu — permutāciju skaitu, kurām ir iepriekš noteikts
sastāvs, apzı-mē ar simbolu P , aiz kura iekavās norāda pašu sastāvu. Pie tam
parasti atmet indeksu un arı- svı-tru virs simbola. Protams, iepriekšējā piemēra
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situācijā abi skaitl,i P (2, 1, 1, 1, 3, 2) un P (3, 2, 1, 1, 2, 1) nozı-mē vienu un to
pašu — to vārdu skaitu, kurus var iegūt, pārstatot burtus vārdā ’saskaitı-ts’.

Tātad mums parādās vēl viens apzı-mējums:

• P (r1, r2, . . . , rn) — permutāciju ar atkārtojumiem un sastāvu (r1, r2, . . . ,
rn) skaits.

Dažreiz ērtı-bas labad pie P tomēr atstāj indeksu, kurš rāda permutācijas
garumu: P10(2, 1, 1, 1, 3, 2). Tad jāievēro, ka pieraksts Pr(r1, r2, . . . , rn) ir
pareizs vienı-gi tad, kad r = r1 + r2 + · · ·+ rn. Acı-mredzot, P4(1, 1, 1, 1) = P4.

2. Aprakstı-tos visu sešu veidu skaitl,us sauksim par kombinatorikas pamat-
skaitl,iem. Jāpasvı-tro, ka literatūrā (it ı-paši angl,u valodā) lieto arı- citus to
apzı-mējumus. Iepazı-simies ar kārtulām pamatskaitl,u aprēk, ināšanai, kā arı- ar
dažām vienkāršām sakarı-bām, kas saista savā starpā dažāda nosaukuma pa-
matskaitl,us vai arı- viena nosaukuma pamatskaitl,us ar dažādiem indeksiem.

Vispirms daži pavisam vienkārši fakti.

K1: C0
n = A0

n = C̄0
n = Ā0

n = 1,

K2: C1
n = A1

n = C̄1
n = Ā1

n = n.

K1 seko no tā, ka mums ir tikai viena tukšā izlase.

2.14. piemērs. Uz lentas, kas sadalı-ta r rūtin, ās, katrā rūtin, ā jāieraksta
viens no dotiem n burtiem. Cik veidos var aizpildı-t tādu lentu (jeb — cik
daudz dažādi aizpildı-tu lentu var iegūt, ja sākumā ir sagatavots pietiekami
liels skaits tukšu lentu), ja

(i) nav nekādu ierobežojumu,

(ii) katrā rūtin, ā jābūt citādam burtam (un tad r ≤ n)?

Aizpildı-sim lentu, kā to parasti dara, pakāpeniski no kreisās puses uz labo.
Kas un kurā brı-dı- tad būs jāizvēlas?

(i) gadı-jumā mums pie katras rūtin, as jāpadomā, kuru no n burtiem šai
rūtin, ā rakstı-t. Tas jādara r reizes, tātad radı-sies r-izlases no n. Protams, ir
svarı-gi, kuru burtu izvēlēsimies kā pirmo, kuru kā otro u.t.t., tā ka izlases ir
sakārtotas. Tās ir ar atkārtojumiem, jo nekas neliedz rakstı-t vienu un to pašu
burtu vairākās rūtin, ās. Tātad lentu var aizpildı-t Ārn veidos.

(ii) gadı-jumā vienı-gā atšk, irı-ba ir, ka katrs burts lietojams tikai vienreiz,
tāpēc šoreiz būs variācijas bez atkārtojumiem.

Pirmā atbilde: (i) Ārn, (ii) Arn.
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Bet (i) gadı-jumā mēs varam savus apsvērumus papildināt šādi. Pirmās
rūtin, as aizpildı-̌sanai varam izraudzı-ties jebkuru no n burtiem. Neatkarı-gi no
tā, kuru burtu tur ierakstı-sim, tāda pati izvēle jāizdara arı- otrajai, tad trešajai
rūtin, ai u.t.t. Acı-mredzot, pirmās divas rūtin, as var aizpildı-t n·n veidos, pirmās
trı-s — n ·n ·n veidos u.t.t. (sareizināšanas princips!). Lenta būs aizpildı-ta, kad
būsim izdarı-juši r tādas izvēles. Tātad ir n ·n · · · · ·n (pavisam r reizinātāju)
jeb nr variantu tukšas lentas aizpildı-̌sanai.

(ii) gadı-jumā katrai nākamai rūtin, ai izvēle būs par vienu burtu mazāka,
arı- neatkarı-gi no tā, kādi burti ir gadı-jušies pirmajās rūtin, ās. Reizinot tāpat
kā iepriekš, iegūstam, ka šoreiz ir pavisam n(n − 1) · · · (n − r + 1) variantu
(atkal r reizinātāju!).

Otrā atbilde: (i) nr, (ii) n(n− 1) · · · (n− r + 1).

Kā izskaidrot to, ka ir divas, turklāt pēc skata tik atšk, irı-gas atbildes?
Īstenı-bā kā (i), tā arı- (ii) gadı-jumā esam vienus un tos pašus objektus (vi-
sos iespējamos veidos aizpildı-tas lentas, tikai (ii) gadı-jumā ar noteikto iero-
bežojumu) saskaitı-juši divejādi. Tas nozı-mē, ka attiecı-gajiem iznākumiem, lai
kā arı- tie nebūtu aprakstı-ti, jābūt skaitliski vienādiem. Tātad, kā secinājumu
iegūstam:

K3: Ārn = nr,

K4: Arn = n(n− 1) · · · (n− r + 1) = n!
(n− r)! .

Piezı-me. Apsvērumiem, ar kuriem ieguvām abas atbildes, ir jēga
tikai ar r > 0. Taču, n, emot vērā K1, vienādı-bas K3 un K4 ir de-
rı-gas arı- ar r = 0. K4 gadı-jumā gan vēl jāpiebilst, ka reizinājumu,
kurā reizinātāju skaits izrādās vienāds ar 0, parasti pien, em vienādu
ar 1.

Atgādinām, ka ar n! ir pien, emts apzı-mēt pirmo n naturālo skaitl,u
reizinājumu. Šo reizinājumu sauc par skaitl,a n faktoriālu. Pien, em
arı-, ka 0! = 1 (skat. iepriekšējo rindkopu).

Bet turpināsim analizēt mūsu piemēru. Izskatı-sim (ii) punktu atsevǐsk, i
divos apakšgadı-jumos: (a) kad r = n, (b) kad r < n.

(a) apakšgadı-jumā katrs burts būs ierakstı-ts tieši vienā rūtin, ā, tā ka ı-s-
tenı-bā būsim ieguvuši visas šo burtu permutācijas: katru uz savas aizpildı-tās
lentas. Tādejādi (skat. pirmo atbildi)

K5: Pn = Ann.
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Tas gan nav pārsteidzoši: mēs jau redzējām, ka kādas n-elementu kopas ele-
mentu permutācijas un n-variācijas ir vieni un tie paši objekti. Tāpēc tām
patiešām jābūt vienādā skaitā.

N, emot vērā K5, no K4 dabūjam

K6: Pn = n(n− 1) · · · 1 = n!.

(b) apakšgadı-jumā iedomāsimies, ka katru aizpildı-to lentu ar r rūtin, ām
gribam pagarināt tā, lai pagarinājumā varētu sarakstı-t vēl atlikušos burtus —
tāpat bez atkārtošanās. To katrai lentai ir vienāds skaits, proti, n− r, un tos
var izkārtot Pn−r veidos. Tapēc katra aizpildı-tā r rūtin, u lenta jāpavairo Pn−r
eksemplāros, un tad ikvienam no tiem var pielı-mēt galā vēl aizpildı-tu gabalu
ar n − r dažādi aizpildı-tām rūtin, ām. Jau agrāk noskaidrojām, ka aizpildı-to
lentu ar r rūtin, ām ir Arn; katrai no tām iespējami Pn−r pagarinājumi, tāpēc
pēc sareizināšanas principa mums tagad būs pavisam ArnPn−r aizpildı-tas lentas
ar n rūtin, ām.

Uz katras jaunās lentas uzrakstı-ti visi n burti, katrs tieši vienu reizi. Ir
skaidrs, ka nebūs divu vienādu lentu un ka jebkuru aizpildı-tu n rūtin, u lentu
var iegūt aprakstı-tajā veidā. Tāpēc esam dabūjuši, ka

K7: Pn = ArnPn−r,

K8: Arn = Pn
Pn−r

.

Mēs (ii) gadı-jumā varam rı-koties vēl savādāk: aizpildı-sim lentu divos sol,os.
Pirms sākt aizpildı-t lentu, izlemsim iepriekš, kuri būs tie r burti no visiem n,
kurus gribēsim lietot. Burtu nosaukšanas secı-ba te nespēlē lomu, un, protams,
nav vajadzı-bas kādu burtu nosaukt vairākas reizes; tātad šo izvēli var izdarı-t
Cr
n veidos. Tālāk atliek izraudzı-tos burtus sarindot kaut kādā secı-bā un tad šai

pašā secı-bā sarakstı-t lentas rūtin, ās. Katrs sakārtojums ir viena permutācija,
tāpēc tādu sakārtošanu var izdarı-t Pr veidos. Izdarot abas izvēles, viennozı-mı-gi
dabūjam aizpildı-tu lentu, pie tam katru tikai vienreiz, un ikvienu aizpildı-tu
lentu šādi var iegūt. Kopā šı-s divas izvēles var izdarı-t Cr

nPr veidos (reizināšanas
princips!), un tik tad arı- ir (ii) gadı-jumā vajadzı-go lentu.

Salı-dzinot to ar pašu pirmo atbildi un pēc tam n, emot vērā arı- K8, K4 un
K6, dabūjam secinājumus

K9: Arn = Cr
nPr,

K10: Cr
n = Arn

Pr
= Pn
PrPn−r

,

K11: Cr
n = n!

r!(n− r)! .
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No K10 izriet arı-, ka

K12: Cr
n = Cn−r

n . 912

Atzı-mēsim, ka skaitlis Cn−r
n rāda cik veidos no n burtiem var izraudzı-ties

tos n− r, kuri, otrādi, netiks lietoti lentas aizpildı-̌sanai. Tā kā variantu skaita
zin, ā ir vienalga, vai atlası-t tos burtus, kurus lietosim, vai tos, kurus nelietosim,
vienādı-ba K12 ir dabiska, un ı-stenı-bā tā iegūstama arı- tieši — bez K10 starp-
niecı-bas. J

2.1. vingrinājums. K8 (un pēc tam K7) var iegūt arı-, lietojot aprēk, inā-
šanas formulas K4 un K6. Kādēl, K9 nedrı-kst pierādı-t tāpat, izmantojot K4,
K6 un K11:

Arn =
n!

(n− r)!
=

n!
r!(n− r)!

· r! = Cr
nPr ? J

Mums pagaidām nav sakarı-bu, kurās piedalı-tos pamatskaitl,i C̄r
n; nav arı- at-

tiecı-gās aprēk, ināšanas formulas. Tās iegūsim mazliet vēlāk — nākamā punkta
beigās. Pēc tam pievērsı-simies permutāciju ar atkārtojumiem skaitı-̌sanai.

2.2. vingrinājums. N, emsim par pamatkopu kopuX = {a, b, c}. Lietojot
11. lpp. pēc 2.6. piemēra ievestos apzı-mējumus, izrakstı-t

(i) visas kombinācijas no X elementiem,

(ii) visas variācijas no X elementiem,

(iii) visas r-variācijas ar atkārtojumiem no X elementiem ar r ≤ 3.

Lietojiet K11, K4 un K3, lai pārbaudı-tu, ka izrakstı-tas visas vajadzı-gās izlases.
J

3. Tagad izskatı-sim vairākus piemēra uzdevumus, kuri rāda, ka pamatskaitl,i
parādās situācijās, kur vismaz pirmajā brı-di nekādas izlases nav saskatāmas.
Jau redzējām, un elementārajā kombinatorikā tas gadās bieži, ka vienu un
to pašu skaitı-̌sanas uzdevumu var risināt dažādi, un ne katrtreiz kāds viens
pan, ēmiens ir jūtami labāks par citiem. Mūsu nolūks, tālākos piemērus anali-
zējot, būs ne tikai (un ne tik daudz) noskaidrot atbildes, bet izsekot, kā var
lı-dz atbildei tikt.

Kombinatoriskos skaitı-̌sanas uzdevumos bieži vien ir pagrūti uzreiz saskatı-t,
ko ı-sti un kā sākt skaitı-t. Tad var noderēt šāds ieteikums: jāiedomājas, ka
nepieciešams pašam ”saražot” visas vajadzı-gās konfigurācijas. Lai kaut ko ne-
izlaistu, vēlams izdomāt kādu sistemātisku pan, ēmienu, kā attiecı-gā veida kon-
figurācijas konstruēt, un varbūt pat dažas no tām sastādı-t. Parasti pa cel,am
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nākas izdarı-t vienu, divas vai vairākas izvēles (to jau redzējām iepriekšējā pie-
mērā). Nepieciešams tās apzināties, kā arı- fiksēt, cik veidos katru šo izvēli
var izdarı-t. Pēc tam jāsaprot, kā šı-s izvēles saistı-tas cita ar citu, lai izlemtu,
kā no iegūtajiem variantu skaitiem ”samontēt” galı-go atbildi. Bieži vien tam
nolūkam pietiek ar mums jau pazı-stamajiem saskaitı-̌sanas un sareizināšanas
principiem.

Pavērosim vēl, kā šie visai aptuvenie norādı-jumi strādā. Tiesa gan, šai
punktā piemēri būs vienkārši: skaitāmās konfigurācijas būs tikai izlases. Tad
mums jātiek skaidrı-bā par četrām lietām: no kādas kopas jāizvēlas izlases
locekl,i (un cik elementu šai kopā), cik reizes jāizvēlas pa elementam (kāds ir
izlases garums), vai situācija piel,auj (varbūt pat paredz) atkārtojumus, vai ir
svarı-gi, kādā secı-bā elementus izvēlas.

2.15. piemērs. Cik veidos m vienādas bumbin, as var izvietot n dažādās
urnās, ja

(i) nav nekādu ierobežojumu,

(ii) katrā urnā drı-kst būt ne vairāk kā viena bumbin, a,

(iii) neviena urna nedrı-kst palikt tukša.

Vispirms izšk, irsimies, vai izvēlēties bumbin, as, urnas vai, varbūt, gan vienu,
gan otru. Tā kā bumbin, as ir vienādas, divi to izvietojumi var atšk, irties tikai
ar to, kurās urnās bumbin, as nokl,uvušas. Visai dabiski ir domāt, ka n, emam
bumbin, as pa vienai (tur nekāda ı-paša izvēlēšanās nav vajadzı-ga: vienlı-dz laba
jebkura bumbin, a) un aiznesam katru no tām uz kādu urnu. Katru bumbin, u
nesot, ir jāizšk, iras, uz kuru urnu to nest; tātad veidosies m-izlases no urnu
kopas. Nav svarı-gi, kādā secı-bā urnas tiek apstaigātas, tāpēc šı-s izlases ir
nesakārtotas. (i) gadı-jumā pie katras urnas atl,auts iet vairākkārt, bet (ii) ga-
dı-jumā — nē, tāpēc attiecı-gās atbildes ir C̄m

n un Cm
n . Arı- (iii) gadı-jumā būs

kombinācijas ar atkārtojumiem, taču, kā saprotams,mazāk. Lai nodrošinātu
nosacı-juma izpildi, rı-kojamies tā: vispirms katrā urnā ieliekam vienu bumbin, u.
Ja m ≥ n, tāds izvietojums iespējams viens vienı-gs, tā ka šeit nav izvēles un
nav arı- ko skaitı-t (ja m < n, acı-mredzama atbilde ir uz uzdoto jautājumu ir 0).
Mums paliek vēl m− n bumbin, as, ko tagad varam izvietot urnās pilnı-gi brı-vi
kā (i) gadı-jumā. To var izdarı-t C̄n−m

n veidos, un šı- tad arı- ir galı-gā atbilde.
Atbildes: (i) C̄m

n , (ii) Cm
n , (iii) C̄m−n

n . J

2.16. piemērs. Tas pats, ja visas bumbin, as dažādas.
Pārdomāsim, kur rodas kādas atšk, irı-bas no iepriekšējiem spriedumiem.

Būtiska atšk, irı-ba tagad ir tā, ka šoreiz ir svarı-gi ne tikai cik, bet arı- kuras
bumbin, as nokl,ūst katrā urnā. Pirmā brı-dı- var likties: tas nozı-mē, ka tagad
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pirms iešanas pie kādas urnas iepriekš ir arı- jāizvēlas, kuru no palikušajām
bumbin, ām n, emt lı-dzi. No šādas papildizvēlēšanās var izvairı-ties, ja pirms katra
jauna bumbin, u izvietošanas seansa tās sarindo kaut kādā iepriekš izlemtā (tā-
tad — katrreiz vienā un tai pašā) secı-bā un tad n, em tās pēc kārtas. Lı-dz ar
to tagad ir svarı-ga urnu izvēles secı-ba, un tātad šoreiz atbildes gadı-jumiem (i)
un (ii) ir Āmn un Amn .

Bet apspriedı-sim vēl vienu momentu: vai nupat netikām aizmirsuši, ka
bumbin, as sarindojām vienā noteiktā secı-bā, kuru tagad vajadzētu visos ie-
spējamos veidos mainı-t? Nē, to darı-t nevajag! Ir svarı-gi saprast, lūk, ko: ja
uzskaitı-jām visus izvietojumus, kurus dabū, uzsākot ar norunāto sarindojumu,
tad nevienu vēl nebijušu izvietojumu vairs neiegūsim, uzsākot ar kādu citu
sarindojumu. Tas pats citiem vārdiem: jebkuru izvietojumu, kas iegūts, esot
vienam sarindojumam, agrāk vai vēlāk var iegūt arı-, esot jebkuram citam
(pārdomājiet, kapēc), un tālab nav svarı-gi, kā bumbin, as tika sarindotas.

Viss teiktais, protams, jāpatur prātā, apdomājot arı- (iii). Bet, kad bum-
bin, as dažādas, vairs nav vienalga, ne tas, kuras n no tām pan, emam pirmās,
ne arı- tas, kurā urnā katra no tām nokl,ūst: samainot vietām jebkuras divas
bumbin, as no dažādām urnām, nonāksim pie cita izvietojuma. Tas liek domāt,
ka, lai iegūtu vienu prası-to visu m bumbin, u izvietojumu, mums jāizdara viena
aiz otras trı-s izvēles: jāizšk, iras, kuras n bumbin, as n, emt vispirms, jāizlemj,
kādā secı-bā tās ielikt urnās, un jāizvēlas viens patval,ı-gs atlikušo bumbin, u
izvietojums. To var izdarı-t attiecı-gi Cn

m, Pn un Ām−nn veidos; pēc sareizināšanas
principa (pārliecinieties, ka tas tiešām ir te piemērojams) galı-gā atbilde tad
būtu Cn

mPnĀ
m−n
n .

Diemžēl šı- dabiskā ideja nav gluži pareiza, un tāpēc neder arı- iegūtā at-
bilde. Mēs nepamanı-jām šādu būtisku apstākli. Vienādu bumbin, u gadı-jumā,
kā tas bija iepriekšējā piemērā, bija vienalga, kuras ir tās bumbin, as, kuras pa
vienai katrā urnā izvietojam vispirms. Šoreiz, kad visas bumbin, as dažādas, mēs
nevaram rı-koties tik bezrūpı-gi. Iedomāsimies vienkāršı-bas labad, ka mums ir
piecas sanumurētas bumbin, as b1, b2, b3, b4, b5 un trı-s sanumurētas urnas U1, U2,
U3, t.i., m = 5 un n = 3. Pien, emsim, ka vispirms liekam b1 urnā U1, b2

urnā U2 un b3 urnā U3. Tad vēl ieliksim b4 urnā U2 un b5 urnā U1. Pien, em-
sim, tālāk, ka nākošajā reizē nolemjam vispirms izvietot urnās bumbin, as b3,
b4 un b5; konkrēti, b5 pirmajā, b4 otrajā, bet b3 — trešajā urnā. Pēc tam vēl
b1 varētu nokl,ūt pirmajā, bet b2 — otrajā urnā. Var domāt, ka jau realizēti
divi prası-tie bumbin, u izvietojumi (atbilstoši iepriekšējā rindkopā aprakstı-ta-
jam rı-cı-bas plānam). Taču ieskatoties uzmanı-gāk, redzam, ka esam divejādi
ieguvuši, un lı-dz ar to divreiz uzskaitı-juši vienu un to pašu izvietojumu! (Pa-
domājiet, kā vēl var nonākt pie tā paša izvietojuma.)

Neiedzil,inoties vairāk, atzı-mēsim, ka dažādu bumbin, u gadı-jumā ierobežo-
jums (iii) padara uzdevumu visai sarežg‘ ı-tu, un atbilde vairs nav ērti izsakāma
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ar mums pazı-stamajiem pamatskaitl,iem.
Atbilde: (i) Āmn , (ii) Amn , (iii) paliek neatbildēts. J

Šais divos piemēros atbilžu meklēšanas pamatideja bija tāda, ka bumbin, as
n, ēmām pēc kārtas, likām tās urnās, un gandrı-z visas izdarı-tās izvēles bija
saistı-tas ar izšk, iršanos, kurā urnā likt kārtējo bumbin,u. Iespējams, ka lası-tājam
ienāca prātā kāda citāda ideja — tādas varētu būt pat vairākas. Izmēg‘ ināsim
vēl vienu. Pa cel,am atklāsim vēl dažas sakarı-bas starp pamatskaitl,iem, kurās
piedalās kombinācijas ar atkārtojumiem.

2.17. piemērs. Atgriezı-simies pie 2.15. piemērā pētı-tā uzdevuma 19. lpp.
Iedomāsimies, ka bumbin, as saliktas vienā rindā un mēs, sākot no rindas sāku-
ma, gribam tās sadalı-t n grupās: pēc tam pirmās grupas bumbin, as saliksim
pirmajā urnā, otrās grupas bumbin, as otrajā urnā u.t.t. Sadalı-̌sanu ı-stenosim,
starp vienas grupas pēdējo bumbin, u un nākamās grupas pirmo bumbin,u ielie-
kot kādu atdalı-tāju, teiksim, zı-muli. (Tam nolūkam jāsagatavo n− 1 zı-mulis;
tos visus varam uzskatı-t par vienādiem.) Protams, dažas urnas (un lı-dz ar
to arı- attiecı-gās grupas) drı-kst būt tukšas — lai to panāktu, dažviet divi vai
vairāki zı-mul,i jānoliek blakus. Pašā rindas sākumā nolikts zı-mulis nozı-mēs, ka
tukša ir pirmā grupa, bet pašās beigās nolikts — ka tukša ir pēdējā grupa.

(i) gadı-jumā mēs tagad savu jautājumu varam formulēt tā: cik veidos m
bumbin,u rindā bez kādiem ierobežojumiem var salikt n − 1 zı-muli. Pavisam
mūsu izvēlei ir m+ 1 vieta, kur katru zı-muli var ielikt (rindas sākums, beigas,
kā arı- m− 1 starpa starp blakus esošām bumbin, ām), tātad būs (n− 1)-izlases
no m + 1 vietām. Nav svarı-gi, kādā secı-bā vietas zı-mul,iem izraugās: mūs
interesē tikai, kur tie būs salikti, tāpēc izlases būs nesakārtotas. Pie tam
katrā vietā drı-kst būt vairāki, pat visi zı-mul,i, tāpēc izlases būs ar atkārto-
jumiem. Kopsavelkot, ir C̄n−1

m+1 dažādu sadalı-jumu bumbin,u rindai, tātad
arı- dažādu izvietojumu urnās.

(ii) gadı-jumā nāk klāt nosacı-jums, ka neviena atstarpe starp bumbin, ām
nedrı-kst palikt tukša. To nodrošināsim ar mums jau zināmo pan, ēmienu:
vispirms ieliksim katrā atstarpē pa zı-mulim; atlikušos zı-mul,us var brı-vi iz-
vietot pa visām m+1 vietām tāpat, kā to tikko darı-jām (i) gadı-jumā ar visiem
zı-mul,iem. Pirmā salikšana ir bez variantiem, t.i., ir izdarāma vienā vienı-gā vei-
dā, toties otrā izdarāma C̄(n−1)−(m−1)

m+1 jeb C̄n−m
m+1 veidos, un tā ir arı- galı-gā at-

bilde.
(iii) gadı-jumā zı-mul,i liekami tikai atstarpēs starp bumbin, ām (ne rindas

sākumā un ne beigās), turklāt tikai pa vienam. Gan ne katrā atstarpē zı-mulis
noteikti jāieliek. Atstarpju ir m − 1, no tām jāizraugās n − 1 (tik mums ir
zı-mul,u). Izraudzı-̌sanās secı-ba nav svarı-ga, un nevienu atstarpi neizvēlamies
vairāk kā vienreiz. Tātad iespējamo variantu skaits ir Cn−1

m−1.
Atbilde: (i) C̄n−1

m+1, (ii) C̄n−m
m+1 , (iii) Cn−1

m−1. J
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Ko varam secināt, salı-dzinot šo atbildi ar iepriekš iegūto? Tā kā abas
reizes skaitı-ti vieni un tie paši objekti, katrā no trim gadı-jumiem iegūtajām
atbildēm ir jābūt vienādām. Lai pielāgotos sakarı-bās K1–K12 lietotajiem
apzı-mējumiem, vienādı-bās K13 un K14, ko dod (i) un (ii), rakstı-sim m vietā r.
Vienādı-ba, ko dabū (iii) gadı-jumā nav ı-paši interesanta, un to pat neizrakstı-sim.
Bet K15 izriet no K14 (n, emot n vietā n + r − 1) un K13; tālāk n, emta
vērā arı- K12. K16 dabūta ar K11.

K13: C̄r
n = C̄n−1

r+1 ,

K14: Cr
n = C̄n−r

r+1 ,

K15: C̄r
n = Cr

n+r−1 = Cn−1
n+r−1,

K16: C̄r
n = (n+ r − 1)!

r!(n− 1)! .

2.3. vingrinājums. Turpinot 2.2. vingrinājumu no 18. lpp., izrakstiet
visas r-kombinācijas ar atkārtojumiem no kopas {a, b, c} elementiem ar r ≤ 4.
Lietojiet K16, lai pārbaudı-tu, vai izrakstı-tas visas vajadzı-gās izlases. J

2.4. vingrinājums. Pārdomājiet, kāpēc 2.17. piemērā izmantoto skaitı--
šanas pan, ēmienu nevar ērti pielāgot 2.16. piemēra uzdevumam. N, emiet vērā,
ka nav svarı-gi, kā bumbin, as izvietotas urnas iekšienē. J

4. Šajā punktā runāsim par permutācijām ar atkārtojumiem.

2.18. piemērs. Turpinot piemēru 2.14, noskaidrosim, cik veidos tukšu
lentu var aizpildı-t, ja noteikts, ka pirmajam burtam jābūt rakstı-tam r1 reizi,
otrajam — r2 reizes u.t.t. Protams, r1 + r2 + · · ·+ rn = r.

Šoreiz nav lietderı-gi mēg‘ ināt aizpildı-t rūtin, as pēc kārtas: tāda aizpildı-̌sanas
gaita noteikto ierobežojumu dēl, izrādās grūti pārskatāma. Tai vietā lietosim
citu ideju: vispirms izlemsim, kurās rūtin, ās ierakstı-t pirmo burtu, pēc tam
— kurās otro u.t.t., un saskaitı-sim, cik veidos katru no šı-m izvēlēm varam
izpildı-t. Pēc sareizināšanas principa, visu iegūto skaitu reizinājums rādı-s, cik
veidos aizpildı-ta visa lenta.

Pirmo reizi mums jāizvēlas r1 rūtin, a no r. Protams, tām jābūt dažādām,
jo nevienā rūtin, ā nerakstām vairākus burtus. To izraudzı-̌sanās (t.i., aizpildı--
šanas) secı-ba nespēlē lomu. Tātad pirmajam burtam ir Cr1

r iespējas, kā to
r1 reizi uzrakstı-t uz lentas. Otrajam burtam palikušas vairs r − r1 rūtin, as.
Spriežot tāpat kā tikko darı-jām, noskaidrojam, ka otrajam burtam ir Cr2

r−r1
iespējas. Trešajam to būs Cr3

r−r1−r2 , ceturtajam — Cr4
r−r1−r2−r3 u.t.t.
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Uzmanı-gāk pārdomāsim, cik veidos var atrast vietas pēdējam — n-am bur-
tam. Turpinot iepriekšējā rindkopā darı-to, atradı-sim skaitli

Crn
r−r1−r2−···−rn−1

.

Taču spriežot citādi, pēdējam burtam nebūs nekā ko izvēlēties: to nāksies
ierakstı-t atlikušajās vietās, tātad vienā vienı-gā veidā! Tomēr te nav nekādas
pretrunas: ievērosim, ka r−r1−r2−· · ·−rn−1 = rn un atcerēsimies, ka Ck

k = 1
ikvienam k.

Atbilde: Cr1
r C

r2
r−r1C

r3
r−r1−r2 · · ·C

rn
r−r1−r2−···−rn−1 .

Ievērosim, ka jebkurš prası-tais lentas aizpildı-jums nav nekas cits kā doto n
burtu permutācija ar atkārtojumiem, proti, ar sastāvu (r1, r2, . . . , rn). Tāpēc
esam atklājuši vēl vienu vienādı-bu:

K17: P (r1, r2, . . . , rn) = Cr1
r C

r2
r−r1C

r3
r−r1−r2 · · ·C

rn
r−r1−r2−···−rn−1 . J

Tagad nedaudz izmainı-sim ”spēles noteikumus”.

2.19. piemērs. Iedomāsimies, ka mums ir saliekamā ābece n burtiem,
pie kam pirmajam burtam ābecē ir r1 kartı-te, otrajam — r2 kartı-tes, u.t.t.;
pavisam kopā r kartı-tes.

(i) Cik veidos šı-s kartı-tes var salikt vienā rindā?

(ii) Cik veidos to var izdarı-t, ja kartı-tes ar vienu un to pašu burtu nešk, iro?

Acı-mredzama atbilde uz pirmo jautājumu ir Pr. Atbildot uz otro, atkal
varam domāt, ka prası-tais izvietojums ir permutācija ar atkārtojumiem no
n alfabēta burtiem ar iepriekš noteiktu sastāvu (r1, r2, . . . , rn). To skaits ir
P (r1, r2, . . . , rn).

Taču iedomāsimies, ka otrajā gadı-jumā esam izlēmuši iegūtajos izvietoju-
mos kartı-tes ar vienādiem burtiem tomēr uzskatı-t par dažādām un ka tātad,
samainot tādas kartı-tes vietām, iegūstam citu izvietojumu. Cik tādu būs
pavisam?

No vienas puses, šādā cel,ā iegūstam (i) jautājumam vajadzı-gos izvietoju-
mus — visus, un katru tieši vienu reizi. No otras — kartı-tes ar pirmo alfabēta
burtu var samainı-t vietām Pr1 veidos, kartı-tes ar otro burtu — Pr2 veidos
u.t.t. Pēc sareizināšanas principa, katrs no (ii) gadı-juma P (r1, r2, . . . , rn) iz-
vietojumiem tātad dod Pr1Pr2 · · ·Prn jaunus, un pavisam dabūjam (ieskaitot
arı- sākumā bijušos) P (r1, r2, . . . , rn)Pr1Pr2 · · ·Prn izvietojumus, kas atbilst (i).
Galu galā nonākam pie vienādı-bām

K18: Pr = P (r1, r2, . . . , rn)Pr1Pr2 · · ·Prn ,

23



K19: P (r1, r2, . . . , rn) = Pr
Pr1Pr2 · · ·Prn

= r!
r1!r2! · · · rn! .

J

2.5. vingrinājums. No K17 un K18 izriet, ka

Cr1
r C

r2
r−r1C

r−3
r−r1−r2 · · ·C

rn
r−r1−r2−···−rn−1

=
Pr

Pr1Pr2 · · ·Prn
.

Parādiet to aritmētiski — izmantojot K10.

5. Mums jāiepazı-stas ar vēl vienu nozı-mı-gu sakarı-bu.

2.20. piemērs. Kastı-tē ir n dažādas baltas un vēl viena melna bumbin, a.
No tās jāizn, em jebkuras r bumbin, as. Cik gadı-jumos starp tām būs melnā bum-
bin, a, un cik gadı-jumos visas izn, emtās bumbin, as būs baltas?

Protams r bumbin, as var izn, emt Cr
n+1 veidos, un katrs no tiem mums dod

kādu bumbin,u kopas r elementu apakškopu. Sadalı-sim visas šı-s apakškopas
divās grupās, vienā liekot tās apakškopas, kuras satur melno bumbin, u, bet
otrā — pārējās, proti, tās, kuras satur tikai baltas bumbin, as. Jautājums ir,
cik apakškopu ir katrā grupā.

To apakškopu, kurās nav melnās bumbin, as, ir Cr
n. Lai saprastu, cik ir

otru apakškopu, apspriedı-sim, kā tās var dabūt. Piemēram, var vispirms n, emt
melno bumbin,u (te nav nekas jāizvēlas) un tad pievienot tai r − 1 baltu. Šı-s
pēdējās tad var izraudzı-ties Cr−1

n veidos. Tikpat daudz tad arı- ir apakškopu
otrajā grupā.

Atbilde: Cr−1
n un Cr

n (jeb Cr
n+1 − Cr

n). J

Esam atklājuši šādu sakarı-bu, kas būs noderı-ga nākamajā paragrāfā:

K20: Cr
n+1 = Cr−1

n + Cr
n.

Tā ir derı-ga jebkuram tādam r, ka 1 ≤ r ≤ n.

2.6. vingrinājums. Kādas būtu atbildes uz šı- piemēra jautājumiem, ja
visas baltās bumbin, as būtu vienādas (neatšk, iramas)? J

Nākamais vingrinājums rādı-s, cik labi esat izpratuši apskatı-to piemēru.

2.7. vingrinājums. Kādas sakarı-bas, lı-dzı-gi spriežot, var iegūt, ja pie-
n, em, ka kastı-tē ir nevis viena, bet divas dažādas melnas bumbin, as? trı-s?

Atbilde: Cr
n+2 = Cr−2

n +2Cr−1
n +Cr

n un Cr
n+3 = Cr−3

n +3Cr−2
n +3Cr−1

n +Cr
n.

J
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2.4. N, ūtona binoma formula

1. Šai paragrāfā ar kombinatorisku apsvērumu palı-dzı-bu patval,ı-gam kāpinā-
tājam n iegūsim izteiksmes (x+y)n izvirzı-jumu, ko dabū sareizinot n binomus
x+ y. Šādu izvirzı-jumu mēdz saukt par binomiālo izvirzı-jumu.

Lası-tājam jau ir pazı-stami izvirzı-jumi binoma x + y otrajai un trešajai
pakāpei. Tomēr detalizēti izrakstı-sim, kā tos dabū.

(x+ y)2 = (x+ y)(x+ y) = xx+ xy + yx+ yy = x2 + 2xy + y2.

(x+ y)3 = (x+ y)(x+ y)(x+ y) =
= xxx+ xxy + xyx+ xyy + yxx+ yxy + yyx+ yyy =
= x3 + 3x2y + 3xy2 + y3.

Kā redzams, gala izvirzı-jumā katru locekli dabū, vispirms sareizinot pa
vienam n, emtus locekl,us no visām iekavām, bet pēc tam savelkot lı-dzı-gos
reizinājumus. Ievērojiet, ka rezultātā iegūtajā polinomā visiem locekl,iem ir
viena un tā pati pakāpe (x un y kāpinātāju summa) — 2 vai, attiecı-gi, 3.
Izmantosim šo pašu ideju arı- vispārı-gam gadı-jumam ar patval,ı-gu kāpinātāju.
Tiesa, mēs vairs nevarēsim izrakstı-t visas detal,as, un galvenie vērtējumi būs
jāizdara prātā.

Izvērstā veidā

(x+ y)n = (x+ y)(x+ y) · · · (x+ y)︸ ︷︷ ︸
n reizes

.

Lai sareizinātu visus labās puses binomus, no katra izvēlamies vienu locekli
x vai y un sareizinām tos. Tā kā binomu skaits ir n, tā iegūst reizinājumu
izskatā xiyn−i, kur, atkarı-bā no pan, emto locekl,u x skaita, kāpinātājs i var
būt jebkurš skaitlis, sākot ar 0 un beidzot ar n. Atkārtojam šo procedūru
visos iespējamos veidos; kā redzējām konkrētajos paraugos, tad dal,a iegūto
reizinājumu būs lı-dzı-gi. Beidzot, summējam iegūtos reizinājumus. Iegūtās
summas vispārı-gais loceklis būs izskatā cixiyn−i, kur ci ir pagaidām nezināms
koeficients. Lai uzzinātu, kāds tas ir, noskaidrosim, cik veidos var reizinājumu
xiyn−i iegūt, t.i., kā no minētajiem binomiem var i reizes izvēlēties saskaitāmo
x. Tad no atlikušajiem binomiem, kuru ir n − i, atliks (bez kādas ı-pašas
izvēles!) pan, emt y.

Šis ir jau pazı-stams uzdevums par izlasēm — cik veidos no n priekšmetiem
(šeit — binomiem) var izvēlēties kaut kādus i (tos, no kuriem nāks x). Izlases
šeit ir nesakārtotas (ir vienalga, kādā kārtı-bā sareizina i vienādus reizinātājus)
un bez atkārtojumiem (no katrām iekavām x n, em tikai vienreiz). Tātad
meklētais koeficients ci pie xiyn−i ir Ci

n.
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Patiešām, nav grūti pārliecināties, ka mūsu sākuma piemēros 1 = C0
2 = C2

2
un 1 = C0

3 = C3
3 , 2 = C1

2 , bet 3 = C1
3 = C2

3 . Tāpat ievērotā sakarı-ba
koeficientu noteikšanai der arı- gadı-jumam n = 1, kad (x+ y)1 = x+ y.

Tagad izrakstı-sim iegūto izvirzı-jumu:

Cn
nx

ny0 + Cn−1
n xn−1y + · · ·+ C0

nx
0yn,

jeb, sakārtojot to pēc augošām x pakāpēm,

C0
nx

0yn + C1
nx

1yn−1 + · · ·+ Cn
nx

ny0.

Tā esam atklājuši, un vienlaikus — arı- pierādı-juši šādu teorēmu:

BINOMIĀLĀ TEORĒMA. Jebkuram naturālam n

(x+ y)n =
n∑
i=0

Ci
nx

iyn−i.

Pašu teorēmā minēto vienādı-bu mēdz saukt arı- par N, ūtona binoma formulu.
Ārpus kombinatorikas binomiālo teorēmu parasti pierāda ar matemātisko

indukciju. Izrakstı-sim arı- šādu pierādı-jumu, l,aujot lası-tājam abus pierādı-jumus
salı-dzināt un izvērtēt, kurš ir ”labāks”. Taču nākamo punktu bez bažām var
arı- izlaist: tālāk to nekur nevajadzēs.

2. Binomiālās teorēmas pierādı-jums ar matemātisko indukciju.
Mums būs jāatceras, ka (*) jebkuram n C0

n = Cn
n = 1 un ka (**) jebkuram

n un visiem i = 1, 2, . . . , n Ci
n + Ci−1

n = Ci
n+1. (skat. K1, K12 un K20).

A. Indukcijas bāze: n = 1.
Īstenı-bā mēs to jau pārbaudı-jām iepriekšējā punktā. Pārbaudāmās vie-

nādı-bas kreisajā pusē ir (x + y)1, bet labās puses summā ir tikai divi locekl,i
C0

1x
0y1 un C1

1x
1y0, kas vienādi ar x un, attiecı-gi, y. Tātad šai gadı-jumā N, ūtona

binoma formula ir spēkā.
B. Induktı-vā pāreja.
Induktı-vais pien, ēmums: iedomājamies, ka pārbaudāmā vienādı-ba jau ir

spēkā kaut kādai n vērtı-bai k, kur k ≥ 1, t.i., ka

(x+ y)k =
k∑
i=0

Ci
kx

iyk−i.

Induktı-vais solis: parādām, ka tā ir spēkā arı- nākamajai n vērtı-bai k + 1,
t.i., ka

(x+ y)k+1 =
k+1∑
i=0

Ci
k+1x

iy(k+1)−i.
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Sākam ar kreiso pusi un izmantojam induktı-vo pien, ēmumu:

(x+ y)k+1 = (x+ y)(x+ y)k = (x+ y) ·
k∑
i=0

Ci
kx

iyk−i =

= x ·
k∑
i=0

Ci
kx

iyk−i + y ·
k∑
i=0

Ci
kx

iyk−i =

=
k∑
i=0

Ci
kx

i+1yk−i +
k∑
i=0

Ci
kx

iyk−i+1.

Lai vieglāk saskatı-tu savelkamos lı-dzı-gos locekl,us no abām summām, ir liet-
derı-gi vienādot vispārı-gajos locekl,os kāpinātāju izskatu. Pirmo summu, kas
izvērstā veidā ir

C0
kx

1yk + C1
kx

2yk−1 + · · ·+ Ck
kx

k+1y0,

var pārrakstı-t kā
∑k+1
i=1 C

i−1
k xiyk−i+1. Atdalot te atsevǐsk, i pēdējo locekli, bet

otrajā summā — pirmo locekli, kā arı- n, emot vērā (*) un (**), galu galā dabūjam

(x+ y)k+1 = (
k∑
i=1

Ci−1
k xiyk−i+1 + Ck

kx
k+1y0) + (C0

kx
0yk+1 +

k∑
i=1

Ci
kx

iyk−i+1) =

= x0yk+1 +
k∑
i=1

(Ci−1
k + Ci

k)x
iyk−i+1 + xk+1y0 =

= C0
k+1x

0yk+1 +
k∑
i=1

Ci
k+1x

iyk+1−i + Ck+1
k+1x

k+1y0 =

=
k+1∑
i=0

Ci
k+1x

iyk+1−i.

Induktı-vā pāreja ir veikta, un lı-dz ar to pārbaudāmā vienādı-ba patiešām
spēkā visām teorēmā minētajām vērtı-bām. Binomiālā teorēma ir pierādı-ta. J

Pievērsı-sim tikai vēl uzmanı-bu tam, ka induktı-vais pierādı-jums nevar teo-
rēmu atklāt: tās formulējums ir jau jāzina, un tad to var induktı-vi pamatot.

3. Skaitl,us Ci
n, n, emot vērā to lomu binomiālajā izvirzı-jumā, mēdz saukt

par binomiālajiem koeficientiem.
Binomiālajai teorēmai ir vairākas interesantas sekas. N, emot x = y = 1,

dabūjam vienādı-bu

K21:
∑n
i=0C

i
n = 2n = Ān2 .

Bet ja n, em x = −1 un y = 1, tad dabū
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K22:
∑n
i=0(−1)iCi

n = 0.

2.8. vingrinājums. Uzrakstiet binomiālo izvirzı-jumu (ar skaitliskiem ko-
eficientiem) izteiksmēm (a + b)6 un (a − b)6. Tad n, emiet a = 1, b = 1 un
pārbaudiet abas pēdējās vienādı-bās gadı-jumam n = 6. J

No vienādı-bas K21 izriet

TEORĒMA PAR APAKŠKOPU SKAITU. Kopai, kurai ir n elementu,
ir 2n apakškopu.

Pierādı-jumam atliek vienı-gi atcerēties, ka ikviena kopas apakškopa ir tās ele-
mentu kombinācija, un arı- otrādi — katra tāda kombinācija ir kopas apakško-
pa. Tātad binomiālais koeficients Ci

n rāda, cik n elementu kopai ir apakškopu
ar i elementiem, bet summa K21 kreisajā pusē — cik tai apakškopu ir pavisam.

2.9. vingrinājums. Pārliecinieties, ka jebkuriem n, k, l ≥ 0 ir spēkā vie-
nādı-ba

K23:
∑n
i=0C

i
nĀ

i
kĀ

n−i
l = Ānk+l. J
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2.5. Uzdevumu risinājumu paraugi

1. Cik pavisam ir n-ciparu naturālu skaitl,u (n > 1), kuros

(a) cipari ir dilstošā secı-bā,

(b) cipari ir augošā secı-bā,

(c) visi cipari vienādi,

(d) visi cipari dažādi,

(e) neviens cipars nav mazāks par nākošo,

(f) nav ı-pašu ierobežojumu.

Atgādināsim tikai, ka daudzciparu skaitl,u veidošanu jau vairākkārt apsprie-
dām, un aprobežosimies ar atbildēm. Protams, skaitl,a pirmais cipars nav
nulle.

Atbildes: (a) Cn
10, (b) Cn

9 , (c) C1
9 , (d) C1

9A
n−1
9 , (e) C̄n

10 − 1, (f) C1
9 Ā

n−1
10 .

2. Darbosimies ar drusku neparastu domino komplektu.

(i) Cik pavisam ir domino kaulin, u, kuru galos punktus raksta no 0 lı-dz k?

(ii) Cik tad ir tādu kaulin, u pāru, kurus var pielikt vienu otram galā?

(i) Atgādināsim, ka parastā domino kaulin, u komplektā, kur k = 6, ir 28
kaulin, i. Šo skaitli var dabūt, piem., tā. Ir pavisam septin, i kaulin, i, kuriem
vismaz vienā galā ir sešnieks. Tiem jāpieskaita seši kaulin, i, kuriem vienā galā ir
piecnieks, bet otrā nav sešnieks. Vēl jāpieskaita pieci kaulin, i, kuriem vienā ga-
lā četrinieks, bet otrā — ne vairāk par četri u.t.t. Tāpat domājot vispārı-gā ga-
dı-jumā, dabūsim, ka meklētais kaulin, u skaits ir 1 + 2 + · · · + (k + 1). Ja vēl
turklāt ir zināma formula pirmo k+ 1 naturālo skaitl,u summas aprēk, ināšanai,
galu galā iegūstam atbildi 1

2(k + 1)(k + 2).
Šı- atbilde, protams, ir pareiza, bet tādā risinājumā, izn, emot saskaitı-̌sanas

principa lietojumu, nav nekā no kombinatorikas, un, uzdevumu atrisinot, ne-
esam iemācı-jušies neko jaunu, kas varētu noderēt citos. Tāpēc aplūkosim
citādu risinājumu.

Vispirms pārformulēsim uzdevumu šādi. Iedomāsimies, ka mūsu rı-cı-bā ir

”tukši” domino kaulin, i — sagataves bez uzrādı-tiem punktiem, un ka mums
pašiem šie punkti uz katra kaulin, a jāuzraksta; cik sagatavju būs vajadzı-gs,
lai iegūtu maksimāli daudz kaulin, u? N, emam vienu sagatavi; lai to pārvērstu
par domino kaulin, u, mums tad jāizlemj, ko rakstı-t katrā sagataves galā. Tas
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nozı-mē, ka mums jāizvēlas divi no k + 1 piel,aujamajiem skaitl,iem jeb jāveido
2-izlase no k + 1. Vai piel,aujami atkārtojumi? Protams, jā: tā iegūsim t.s.
dubletus. Vai šı-s izlases jāuzskata par sakārtotām? Nē, jo samainot vietām
kaulin, a galos norādı-tos punktus, mēs nedabūjam citu kaulin, u. Tātad pavisam
izlietosim C̄2

k+1 sagataves, un tā arı- ir atbilde. K16 rāda, ka tā sakrı-t ar
iepriekšējo. Vienlaikus esam pamatojuši formulu

1 + 2 + · · ·+ n = 1
2n(n+ 1),

ja tā nav bijusi zināma agrāk.
Dažkārt dubletus un pārējos kaulin, us skaita atsevǐsk, i. Protams, dubletu

skaits ir C1
k+1. Tukšu sagatavi pārvērst par kaulin, u, kas nav dublets, var C2

k+1
veidos. Abu skaitl,u summa dod galı-go kaulin, u skaitu un vienlaikus vēl vienu
sakarı-bu starp pamatskaitl,iem, kuru gan nenumurēsim:

C̄2
k+1 = C1

k+1 + C2
k+1.

Pēc K15 vai K20 atbildi var izteikt arı- kā C2
k+2. Šo pēdējo skaitli var

iedomāties kā to domino kaulin, u skaitu, kam punktus raksta no 0 lı-dz k+1 un
kas nav dubleti. Kāds tam sakars ar mūsu uzdevumu? Atlasiet tos kaulin, us,
kam vienā galā ir k + 1, un rakstiet tai vietā to pašu punktu skaitu, kas ir
kaulin, a otrā galā: tā būs precı-zi iegūts domino komplekts ar punktiem lı-dz k.

(ii) Dabisks vilinājums ir n, emt visus nupat saskaitı-tos kaulin, us, izraudzı-ties
no tiem divus piemērotus, un apsvērt, kāda izlase tad veidojas. Pirmo kaulin, u
n, em brı-vi; lai piemeklētu otro, tagad jāšk, iro divi gadı-jumi. Ja pirmais kaulin, š ir
dublets, varam piemeklēt tam k pāriniekus. Pavisam ir k + 1 dublets, tāpēc
šādā kārtā dabūjam jau k(k + 1) pārus. Ja pirmais kaulin, š nav dublets, k
kaulin, us tam var pielikt katrā galā. Kaulin, u kas nav dubleti, ir n − k − 1,
kur n ir visu kaulin, u skaits (skat. (i)). Šādi dabūjam (n − k − 1) · 2k pārus;
kopā tātad ir k(2n− k + 1) jeb k(k + 1)2 meklēto pāru.

Taču šı- atbilde nav gluži pareiza, jo, rı-kojoties aprakstı-tajā veidā, pāri
tiek uzskaitı-ti vairākas reizes. Pien, emsim, ka pirmais kaulin, š ir dublets 6:6;
tam galā var pielikt 6:5. Vēlāk, kad par pirmo kaulin, u tiks n, emts 5:6, tam
vienā galā varēs pielikt 6:6. Tā šis pāris tiek uzskaitı-ts divreiz.

Pie 5:6 var pielikt arı- kaulin, u 3:5, bet pēc tam, uzsākot ar 3:5, dabū to pašu
pāri, turpinot ar 5:6. Tātad arı- tas tiek uzskaitı-ts divreiz. Citādu atkārtojumu
nav (padomājiet, kāpēc!), un galu galā izrādās, ka pāru patiesı-bā ir divreiz
mazāk.

Ir vērts pameklēt citu, ı-sāku cel,u. N, emsim atkal tukšas sagataves, sāku-
mam divas. Lai iegūtu vienu pie otra pieliekamu kaulin, u pāri, jāizvēlas trı-s
skaitl,i: viens, ko rakstı-t kopā saliktajos galos, un divi, kas būs brı-vajos ga-
los. Pirmo izvēli var izdarı-t C1

k+1 veidos. Divi pārēji skaitl,i, acı-mredzot, nevar
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būt vienādi, un nav svarı-gi, kurā tukšajā pozı-cijā katru no tiem raksta. Šo
izvēli tad var izdarı-t C2

k+1 veidos. Kopā pēc sareizināšanas likuma ir C1
k+1C

2
k+1

iespēju, kā aizpildı-t abas sagataves.
Vēl pārdomājot, ir redzams, ka šādi rı-kojoties, neviens vajadzı-gais kaulin, u

pāris nepaliks neiegūts un nevienu neiegūsim vairākkārt. Tāpēc nupat izrē-
k, inātais reizinājums ir arı- galı-gā atbilde. Ievērojiet, ka šoreiz nemaz nebija
jāzina skaitlis n — kaulin, u kopskaits!

Atbilde: (i) C̄2
k+1 = C1

k+1 + C2
k+1 = 1

2(k + 1)(k + 2), (ii) C1
k+1C

2
k+1 =

1
2k(k + 1)2. J

3. (DU 32) Krosa skrējienā piedalı-jās Jānis, Aldis, Mārtin, š un vēl 17 skolēni.
Cik ir tādu gadı-jumu, kuros

(a) Aldis un Mārtin, š finǐsēja viens aiz otra;

(b) Aldis un Jānis neierindojās blakus esošās vietās;

(c) Mārtin, š nebija ne pirmais, ne pēdējais;

(d) Aldis bija pirmais, bet Jānis nebija pēdējais;

(e) Jānis, Aldis un Mārtin, š ieguva pirmās 3 vietas;

(f) Jānis, Aldis un Mārtin, š finǐsēja norādı-tajā secı-bā;

(g) Jānis finǐsēja pirms Mārtin, a;

(h) Aldis finǐsēja pirms Jān, a un Mārtin, a?

Pēc skrējiena visi 20 skolēni sarindojas noteiktā secı-bā atbilstoši iegūtajām
vietām (pien, emam, ka nefinǐsēja vairāki reizē), un mums patiesı-bā jāsaskaita,
cik veidos, atbilstoši uzdevuma noteikumiem, tāda sarindošanās ir izdarāma.
Lai būtu vieglāk saskatı-t, kur šeit rodas kādas izvēles un izlases, labāk aizstāsim
skrējienu ar kādu ērtāk veicamu sarindošanas procedūru. Izmantosim divas
šādas: iedomāsimies, ka

• vārdā nenosauktie skrējiena dalı-bnieki sastājas vienā rindā, bet pēc tam
Jānis (J), Aldis (A) vai Mārtin, š (M) izraugās vietas sev (rindas sākumā,
beigās vai starp rindā stāvošajiem),

• skrējiena dalı-bnieki izlozē vai paši izvēlas kārtas numurus no 1 lı-dz 20.
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Vienu un to pašu piemēru mēg‘ ināsim risināt dažādi, bet atbildi aprakstı-sim
ar piemērotu pamatskaitli vai arı- ar pamatskaitl,u kombinējumu (skaitliskas
atbildes var atrast krājumā DU). Nav izslēgts, ka kādā piemērā var spriest vēl
savādāk.

(a) 18 skolēni (bez A un M) var nostāties rindā P18 veidos. Tad A ar M var
iestāties vienā no 19 vietām; pie tam A drı-kst nostāties pirms M vai arı- otrādi.
Atbilde: P18C

1
19P2.

A un vēl 18 skolēnu nostājas vienā rindā. Pēc tam M nostājas vai nu tieši
pirms, vai arı- tieši aiz A. Atbilde: P19C

1
2 .

A ar M izvēlas divus blakus esošus kārtas numurus un sadala tos savā starpā.
Īstenı-bā vin, iem jāizvēlas viens numurs no 1 lı-dz 19; tieši sekojošais vairs
neprasa jaunu izvēli. Pārējie sadala atlikušos 18 numurus. Atbilde: 2C1

19P18.
(b) 20 skolēni var nostāties rindā P20 veidos. Šoreiz mūs interesē tieši tie

veidi, kas netika uzskaitı-ti (a) punktā. Atbilde: P20 − 2P19.
A un vēl 18 skolēni nostājas vienā rindā, pec tam J izvēlas piemērotu vietu.

Atbilde: P19C
1
18.

(c) 19 skolēni (bez M) nostājas vienā rindā, pēc tam piemērotā vietā iestājas
M. Atbilde: P19C

1
18.

Tādu izvietojumu vienā rindā, kur M ir pirmais, ir P19, un tikpat ir izvie-
tojumu, kur M ir pēdējais. Atbilde: P20 − 2P19.

M izvēlas vienu numuru starp 2 un 19, bet parējie sadala atlikušos 19.
Atbilde: C1

18P19.
(d) 18 skolēni (bez A un J) nostājas vienā rindā. A nav izvēles, bet J

izvēlas sev piemērotu vietu. Atbilde: P18C
1
18.

A pan, em savu pirmo numuru (bez izvēles), J izvēlas sev numuru no 2 lı-dz
19, bet pārējie sadala atlikušos 18 numurus. Atbilde: C1

18P18.
(e) J, A un M sadala savā starpā pirmos trı-s numurus, pārējie — atlikušos

17. Atbilde: P3P17.
17 skolēni (bez nosauktajiem) nostājas vienā rindā, bet J, A un M nostājas

rindas sākumā patval,ı-gā secı-bā. Atbilde: P17P3.
(f) 17 skolēni nostājas vienā rindā. J, A un M tagad var sev izvēlēties (ar

atkārtojumiem) 3 no 18 vietām rindā. Savu vietu secı-ba vin, iem nav jāizvēlas
— tā noteikta uzdevumā. Atbilde: P17C̄

3
18.

17 skolēni izvēlas katrs sev vienu numuru no 1 lı-dz 20, bet J, A un M paliek
trı-s pārējie; katrs no vin, iem jau zina, kurš būs kuram. Atbilde: A17

20.
J, A un M izvēlas sev trı-s numurus; nav jāskaidro, kuram būs kurš. Pārējie

sadala savā starpā atlikušos 17 numurus. Atbilde: C3
20P17.

Brı-dinājums: šı-s atbildes nesakrı-t ar DU norādı-to, kas vai nu nav pareiza,
vai arı- rodas kā citādi izprotot (f) uzdevuma tekstu.

(g) Spriežot tāpat kā (f) punktā, var dabūt atbildes P18C̄
2
19, A18

20 vai C2
20P18.

32



Puse visu iespējamo gadı-jumu ir tāda, kur J ir pirms M, otra puse — kur
ir otrādi. Atbilde:

1
2P20.

J izvēlas numuru no 1 lı-dz 19, bet M — lielāku. Pārējie sadala sev atlikušos
18 numurus. Pirmo izvēli var izdarı-t C1

19, bet trešo — P18 veidos; diemžēl,
te nav pasakāms, cik veidos numuru var izvēlēties M: tas atkarı-gs no tā, ko
izvēlējies J. Tāpēc neatliek nekas cits, kā izskatı-t visus gadı-jumus un lietot
saskaitı-̌sanas principu. Atbilde: (19 + 18 + · · ·+ 1) · P18 jeb C2

20P18.
(h) A, J un M izvēlas sev trı-s numurus (mazākais tiek A, abi pārējie —

J un M nenoteiktā secı-bā). Pa to laiku pārējie sadala atlikušos 17 numurus.
Atbilde: C3

20P2 · P17.
Spriežot tāpat kā (f) punktā, var noskaidrot, cik ir gadı-jumu, kad A, J un

M finǐsēja šai secı-bā. Tikpat ir gadı-jumu, kad M un J ir mainı-tās vietās, bet
aiz A. Atbilde: 2A17

20.
Piezı-me: tas ir divreiz vairāk nekā norādı-ts DU. Tur varētu būt minēts

gadı-jumu skaits, kad A finǐsēja pirms J, bet J, savukārt, pirms M.

4. (DU 64) Skolēnam ieskaitei jāsagatavo 20 jautājumi. Cik dažādos veidos
skolotājs var uzdot trı-s jautājumus tā, lai vismaz vienam no tiem numurs būtu
lielāks par 15?

Salı-dziniet: Kastı-tē ir 20 dažādas bumbin, as — 5 baltas un 15 melnas;
no tām jāizn, em trı-s tā lai vismaz viena būtu balta. Te ir arı- vajadzı-ba pēc
saskaitı-̌sanas principa.

Atbilde: C1
5C

2
15 + C2

5C
1
15 + C3

5 (neder C1
5C

2
19).

5. (DU 93) Kontroldarbu rakstı-ja 16 skolēni. Viens skolēns san, ēma atzı-mi 5,
devin, i — atzı-mi 4, četri — atzı-mi 3, bet divi — atzı-mi 2. Cik dažādu atzı-mju
sadalı-jumi ir iespējami?

16 bumbin, as jāsadala pa 4 urnām tā lai pirmajā būtu 1, otrajā 9, trešajā 4,
ceturtajā 2 bumbin, as.

Atbilde: P (1, 9, 4, 2) jeb C1
16C

9
15C

4
6 .

6. (DU 97) Sešciparu skaitl,a pierakstā ir izmantoti tikai cipari 1, 2 un 3, pie
tam katrā skaitlı- cipars 2 ir izmantots tieši divas reizes. Cik šādu sešciparu
skaitl,u var uzrakstı-t?

Tā kā te ir noteikts ierobežojums, vienkārši sešreizēja cipara izvēle nederēs.
Vispirms izšk, irsimies, kurās pozı-cijās rakstı-t divnieku, bet pārējās četrās vienu
ciparu no diviem atlikušajiem varam izvēlēties brı-vi.

Atbilde: C2
6 Ā

4
2.
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7. (DU 104) No 10 dažādiem ziediem jāizveido buk,ete tā lai tajā būtu vismaz
divi ziedi. Ar cik dažādiem pan, ēmieniem to var izdarı-t?

Atbilde: C2
10 + C3

10 + · · ·+ C10
10 jeb 210 − (C0

10 + C1
10).

8. (DU 108) Automobil,u numuri sastāv no 3 burtiem (pavisam izmanto 30
burtus) un 4 cipariem. Cik automobil,iem var izdot valsts numuru zı-mes, ja
nekādiem diviem automobil,iem numuri nedrı-kst būt vienādi?

Protams, labāk skaitı-t ne automobil,us, bet iespējamos numurus.
Atbilde: Ā3

30Ā
4
10.

9. m baltas un n melnas bumbin, as jāizvieto vienā virknē tā, ka

(a) nav nekādu ierobežojumu,

(b) virkne nesākas ar baltu bumbin, u,

(c) divas melnās bumbin, as nekur nav blakus,

(d) visas melnās bumbin, as atrodas vienkopus — blakus cita citai.

Cik veidos to var izdarı-t, ja visas vienas krāsas bumbin, as ir neatšk, iramas?
Iespējami vismaz četri pan, ēmieni, kā iegūt vajadzı-gā izskata bumbin, u virk-

ni: (i) vispirms izvietojam vienā rindā visas melnās bumbin, as (to var izdarı-t
vienā vienı-gā veidā), tad piemērotās vietās ieliekam baltās, (ii) otrādi —
vispirms izvietojam rindā visas baltās bumbin, as (vienā vienı-gā veidā), tad
piemērotās vietās ieliekam melnās, (iii) iedomājamies, ka vienā rindā novieto-
tas m+n kastı-tes, un liekam katrā kastı-tē vienu bumbin,u, (iv) ja gatavā bum-
bin, u izvietojumā pievērš uzmanı-bu tikai bumbin,u krāsām, tad tas nav nekas
cits kā divu krāsu permutācija ar atkārtojumiem. Izpētı-sim katrā no četriem
prası-tajiem gadı-jumiem visus šos pan, ēmienus.

(a) (i) Ikvienu balto bumbin,u var likt melno rindas sākumā, beigās vai starp
jebkurām melnajām bumbin, ām. Atbilde: C̄m

n+1.

(ii) Spriežam lı-dzı-gi. Atbilde: C̄n
m+1.

(iii) Izvēlamies jebkuras m kastı-tes baltajām bumbin, ām, pārējās atliks
melnajām (var arı- otrādi). Atbilde: Cm

m+n jeb Cn
m+n.

(iv) Mūs interesē patval,ı-gas divu krāsu permutācijas, kuru sastāvs ir
(m,n). Atbilde: P (m,n).
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(b) (i) Šoreiz baltu bumbin, u nedrı-kst likt melno rindas sākumā. Atbilde:

C̄m
n .

(ii) Noliekam vienu melnu bumbin, u rindas sākumā, ar pārējām rı-kojamies
tāpat kā iepriekš (rindas sākumā var likt vēl!). Atbilde: C̄n−1

m+1.

(iii) Ieliekam pirmajā kastı-tē melnu bumbin, u, bet ar pārējām rı-kojamies
tāpat kā iepriekš. Atbilde: Cm

m+n−1 jeb Cn−1
m+n−1.

(iv) Pirmajā pozı-cijā krāsa ir fiksēta. Atbilde: P (m,n− 1).

(c) (i) Vispirms ieliekam melno bumbin, u rindā katrā starpā vienu baltu;
tas izdarāms vienā vienı-gā veidā. Ja vēl paliek baltas bumbin, as, tās
izvietojam brı-vi (kā (a) gadı-jumā). Atbilde: C̄m−n+1

n+1 .

(ii) Katrā no m + 1 vietām var likt ne vairāk kā vienu melnu bumbin, u.
Izvēlamies tās n vietas, kurās melnās bumbin, as būs. Atbilde: Cn

m+1.

(iii) Nav ı-sti laba rı-cı-bas plāna. Var darı-t tā: ieliekam n − 1 kastı-tē pa
baltai bumbin, ai un atliekam šı-s kastı-tes malā rezervei: kad atlikušas
bumbin, as (to ir m + 1) brı-vi būs izvietotas pa pārējām kastı-tēm, no-
vietosim pa vienai rezervētajai kastı-tei tūdal, aiz katras kastı-tes, kurā ir
melna bumbin, a. Rezervēšana, protams, ir bez variantiem. Atbilde:

Cn
m+1 jeb Cm−n+1

m+1 .

(iv) Lı-dzı-gi: rezervējam n − 1 baltu bumbin, u, kuras ielikt aiz katras
melnās bumbin, as, izn, emot pēdējo, kad pārējās bumbin, as būs izvietotas
patval,ı-gā rindā. Tātad mums jārūpējas tikai par abu krāsu (m + 1)-
permutācijām ar sastāvu (m− n+ 1, n). Atbilde: P (m− n+ 1, n).

(d) (i) Dal,u balto bumbin, u (varbūt visas vai arı- nevienu) liekam melno rindas
sākumā, pārējās beigās. Jāizlemj, cik likt sākumā — viens no m + 1
skaitl,iem. Atbilde: C1

m+1.

(ii) Visas melnās bumbin, as kopā jāieliek vienā no iespējamām m + 1
vietām. (Var domāt tā: cik veidos pie baltajām var pievienot vienu
melnu; pārējās melnās tad liek turpat, un tas nerada jaunus variantus.)
Atbilde: C1

m+1.

(iii) Jāizraugās, kur likt pirmo no melnajām bumbin, ām; tas nedrı-kst būt
pārāk tuvu kastı-̌su rindas beigām. Atbilde: C1

(m+n)−(n−1).

(iv) Visu melno bumbin, u rindu uzskatām par vienu melnu objektu. At-

bilde: P (m, 1).

10. Tas pats, ja visas baltās un visas melnās bumbin, as ir dažādas.
Var, protams, atkārtot iepriekšējos spriedumus un meklēt, kur būs vajadzı--

gas kādas korekcijas. To izdarı-t pat būtu pamācoši. Tomēr visvienkāršāk ir
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šaut visus zak,us ar vienu šāvienu. Iedomāsimies, ka iepriekšējā uzdevuma iz-
vietojumos pēkšn, i pamanām, ka bumbin, as ı-stenı-bā ir dažādas. Tātad katrā no
šiem izvietojumiem vajag vēl visos iespējamos veidos samainı-t vietām visas
baltās, kā arı- visas melnās bumbin, as. To var izdarı-t attiecı-gi Pm un Pn veidos.
Tātad visas iepriekšējā uzdevuma atbildes jāpareizina ar PmPn.

Paraudzı-simies vēl, kā šo uzdevumu risināt tieši — neatsaucoties uz ie-
priekšējo.

(a) Ja reiz visas bumbin, as dažādas, šajā gadı-jumā to krāsai nav nozı-mes.
Atbilde: Pm+n.

(b) Vispirms izraugāmies vienu no baltajām bumbin, ām un liekam to rindas
sākumā. Pārējās saliekam patval,ı-gā rindā — tāpat kā iepriekš, tām krāsa
vairs nav svarı-ga. Atbilde: C1

mPm+n−1.

(c) Baltās bumbin, as vienas pašas var izvietot rindā Pm veidos. Starp tām
(ieskaitot arı- divas brı-vās vietas pirms un aiz tām) Anm+1 veidos var
noteiktā secı-bā izraudzı-ties vietas kur nolikt pa vienai melnai bumbin, ai.
Atbilde: PmA

n
m+1.

(d) Baltās bumbin, as kopā ar vēl vienu sarkanu (tā rādı-s, kur būs melnās
bumbin, as) var izvietot rindā Pm+1 veidos, bet melnās — Pn veidos. Tad
sarkano bumbin, u aizmetam, bet tās vietā, secı-bu nemainot, saliekam
visas melnās. Atbilde: Pm+1Pn.

Tagad, izdalot šı-s atbildes ar PmPn, var dabūt atbildes uz attiecı-gajiem ie-
priekšējā uzdevuma jautājumiem.
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3. Izmēg‘ inājumi un notikumi

Šı-s divas idejas ir jau pašu vienkāršāko kombinatorikas un varbūtı-bu teorijas
faktu pamatā, tādēl, arı- kursu turpinām, iepazı-stoties ar attiecigajiem jēdzie-
niem. Izmēg‘ inājumus bieži sauc arı- par eksperimentiem; nozı-mes zin, ā radnie-
cı-gs ir jau iepriekšējā nodal,ā bieži lietotais termins ’izvēle’.

3.1. Kas ir izmēg‘ inājums?

Katram izmēg‘ inājumam, kā šo vārdu sapratı-sim mūsu kursā, ir raksturı-ga kaut
kādas sākotnējas nenoteiktı-bas likvidēšana: pirms izmēg‘ inājuma izdarı-̌sanas
mums jārēk, inās ar dažādām iespējām, kāds būs tā iznākums, bet izmēg‘ inājuma
gaitā realizējas viena no tām. Ievadā jau apspriedām vairākus izmēg‘ ināju-
mus — divu spēl,u kaulin, u mešanu, vienas vai divu monētu mešanu, domino
kaulin, a izvēli. Vispār, jebkura veida izlases veidošana ir kombinatorikai tipisks
izmēg‘ inājums. Lūk, vēl daži konkrēti izmēg‘ inājumu piemēri:

(a) Plauktā ir vairākas grāmatas; n, em vienu no tām.

(b) Vilciena vagonā izvēlas vienu no brı-vajām sēdvietām.

(c) Valsts futbola čempionātā noskaidrojas trı-s labākie klubi, kuri piedalı-sies
dažādos Eiropas turnı-ros.

(d) No kastı-tes ”uz labu laimi” izvelk vienu no tur esošajām lozēm.

(e) Sākot šaha (vai dambretes) partiju, baltie izvēlas pirmo gājienu.

(f) Izdarot sociolog‘ isku aptauju, pieraksta aptaujājamā vecumu (pilnus ga-
dus).

(g) Asins analı-zes laikā laboratorijā nosaka hemoglobı-na daudzumu procen-
tos pacienta asinı-s.

(h) Saeimas vēlēšanās noskaidro, kuras partijas būs parlamentā pārstāvētas.

(i) Sacı-kstēs šāvējs ar katru šāvienu iegūst no 0 lı-dz 10 punktiem.

Kā redzam, izmēg‘ inājuma raksturs un fizikālā izpausme var būt visai da-
žādi, taču tam nav nozı-mes izmēg‘ inājuma matemātiskā aprakstā. Toties ir
svarı-gi apzināties, ka kāds izmēg‘ inājums ir viennozı-mı-gi noteikts, bet teorēma
vai uzdevums, kurā ir runa par izmēg‘ inājumu — pareizi saprotams vienı-gi
tad, ja ir noskaidrotas, kādas tad ir nodal,as sākumā pieminētās iespējas jeb
šı- izmēg‘ inājuma iznākumi. Mūsu septin, os piemēros tas it kā redzams no
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izmēg‘ inājuma apraksta. Taču dažkārt ar mēginājuma gaitas aprakstu vien
ir par maz. Mēs jau redzējām ievada 1. punktā, ka par divu kaulin, u metiena
rezultātu varēja uzskatı-t gan uzkritušo punktu summu, gan pašus uzkritu-
mus, pie kam pēdējā gadı-jumā bija vēl svarı-gi izšk, irt, vai jāinteresējas par
nesakārtotiem vai sakārtotiem skaitl,u pāriem. Minēsim vēl kādu piemēru.

3.1. piemērs. Novērotājs no malas redz, ka Jānis izvelk vienu kārti no
pilnas kāršu pacin, as, kurā ir 52 kārtis. Laikam gan visdabiskāk ir iedomāties,
ka te katra kārts (proti, noteiktā veidā apdrukāts kartona gabalin, š) ir viens
iespējams iznākums. Lı-dzvērtı-gi novērotājs varētu domāt, ka iznākums ir
izvilktās kārts pilnı-gs apraksts, kas satur kārts masti (jeb sugu) un numuru
(nosaukumu), piem., ♠5. Taču Jāni, varbūt, interesē tikai izvilktās kārts masts
vai arı- tikai tās numurs — tad tie ir jau divi citi izmēg‘ inājumi ar četriem
(♦,♥,♠,♣) vai ar trı-spadsmit iznākumiem. Vēl vienkāršāks ir izmēg‘ inājums,
kurā Jānis fiksē vienı-gi, vai būs dūzis, vai nē; te ir divi iznākumi. Novērotājs,
kurš redz tikai izmēg‘ inājuma norisi, nevar zināt, kurš no šiem izmēg‘ inājumiem
notiek. J

Uzskatı-sim, ka fiksēt kaut kādu izmēg‘ inājumu nozı-mē norādı-t kādu
kopu Ω kopā ar procedūru, kas l,auj izraudzı-ties no šı-s kopas jebkuru
tās elementu. Kopas Ω elementus sauksim par izmēg‘ inājuma iespēja-
majiem iznākumiem, un pašu kopu Ω — par izmēg‘ inājuma iznākumu
kopu.

(Simbols Ω ir griek,u alfabēta lielais burts, kuru lasa Omega.)
Patiesı-bā ikviena kopa, lai kas arı- nebūtu tās elementi, der par iespējamo

iznākumu kopu kādam izmēg‘ inājumam, kurā izvēlas vienu šı-s kopas elementu.
Pie tam vārds ’izvēlas’, kā rāda sākumā uzskaitı-tie piemēri, te jāsaprot visai
plašā nozı-mē. Darbosimies gan tikai ar galı-giem izmēg‘ inājumiem, t.i., tādiem,
kam galı-gs skaits iznākumu (netriviālā gadı-jumā — vismaz divi). Protams,
izmēg‘ inājumu izpildot, katrreiz parādās tikai viens iznākums, taču, kā jau bija
uzsvērts, pien, emam, ka nav tādu iznākumu, kuri nevar parādı-ties nemaz.

Piezı-me. Šı- pēdējā noruna dažkārt var sagādāt tı-ri praktiskas
grūtı-bas. Piemēram, sociolog‘ iskajā aptaujā (skat. (f) piemēru sada-
l,as sākumā) dabiska iznākumu kopa būtu iespējamo atbilžu (gadu
skaitu) kopa. Bet pirms aptaujas izdarı-̌sanas tā nav zināma: var
vienı-gi norādı-t pietiekami plašu atbilžu diapozonu, teiksim, no 6
lı-dz 80 gadiem. Tomēr iespējams, it ı-paši, ja aptaujājamā grupa
nav liela, ka ne visi skaitl,i šai diapazonā tiks nosaukti. Taču precı-za
aptaujājamo cilvēku gadu skaitu kopa, kaut nav zināma, protams,
pastāv, un tā tad arı- jāuzskata par kopu Ω šai izmēg‘ inājumā.
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No otras puses, jāuzsver, ka jau pēc savas definı-cijas iznākumu kopa vien-
mēr ir pilna tai nozı-mē, ka, izmēg‘ inājumu izdarot, vienmēr parādās kāds no
šai kopā esošajiem iznākumiem un nekādu citu iznākumu vienkārši nav. Ja
monētas mešanai paredzēta iznākumu kopa {c,g‘}, tad tas nozı-mē, ka šı- iz-
mēg‘ inājuma matemātiskajā aprakstā izslēgta, piem., iespēja monētai nokrist
un palikt uz malas, t.i., tādi metieni tiek ignorēti. Lı-dzı-gi, uzskatot, ka
šāvējs ar katru šāvienu iegūst no 1 lı-dz 10 punktiem (skat. pēdējo no sākuma
piemēriem), mēs galu galā apzināti vai neapzināti ignorējam tos šāvienus, kad
šāvējs mērk, ı- nemaz netrāpa.

3.2. Notikumi un to salı-dzināšana

1. Nereti (kā tas bija 1. (ievada) nodal,ā), izdarot izmēg‘ inājumu, mūs in-
teresē ne tik daudz, kāds būs iznākums, bet gan — vai izpildı-sies kāds noteikts
ar iznākumiem saistı-ts nosacı-jums (vai pat vairāki).

Par notikumu apskatāmā izmēg‘ inājumā sauksim to faktu, ka izpildās
kāds nosacı-jums,

un šis nosacı-jums tad ir minētā notikuma apraksts. Nosacı-jums izmēg‘ inājumā
var izpildı-ties, bet var arı- neizpildı-ties; lı-dz ar to attiecı-gais notikums var no-
tikt, bet var ı-stenı-bā arı- nenotikt. Piem., ja s nozı-mē divu spēl,u kaulin, u
uzkritušo punktu summu (kā 1. nodal,ā), mēdz teikt gan, ka metienā

izpildı-jies (vai nav izpildı-jies) nosacı-jums s ≤ 4,

gan arı- — ar to pašu domu —

noticis (vai, attiecı-gi, nav noticis) notikums, ka s ≤ 4.

3.2. piemērs. Burvju mākslinieks grib pirms uzstāšanās savās k kabatās
noslēpt l burvju lietas. Te rodas izmēg‘ inājums, kuram, kā zinām no ie-
priekšējā nodal,as 2.16. piemēra ar bumbin, ām un urnām, ir Ālk iznākumu —
šoreiz tie ir lietu izvietojumi kabatās. Viens iespējams notikums ir, ka katrā ka-
batā ir ne vairāk kā viena lieta, cits — ka katrā kabatā ir tieši viena lieta,
vēl cits — ka neviena kabata nav palikusi tukša, vēl cits — ka trešajā ka-
batā gadı-jušās tieši trı-s lietas u.tml. J

Kad met vienu kaulin, u, nosacı-jumi ’uzkrituši 4 vai 5 punkti’ un ’uzkritušo
punktu skaits nav skaitl,a 6 dalı-tājs’ ir lı-dzvērtı-gi tai nozı-mē, ka tie vienmēr
izpildās vai arı- neizpildās abi reizē. Tādejādi,

lı-dzvērtı-gi nosacı-jumi apraksta vienu un to pašu notikumu.
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Tas ir viens no iemesliem, kāpēc parasti runā tieši par notikumiem — kā re-
dzēsim, tā izrādās parocı-gāk.

Tāpat kā vietām jau darı-jām ievada nodal,ā,

iespējamu izmēg‘ inājuma iznākumu sauksim par labvēlı-gu kādam no-
tikumam, ja, šim iznākumam parādoties, minētais notikums patiešām
notiek; pārējos iznākumus sauksim par notikumam nelabvēlı-giem.

Piemēram, ievada pirmajā paragrāfā mēs saskaitı-jām, ka, metot divus spēl,u
kaulin, us, notikumam s ≤ 4 ir 4 labvēlı-gi iznākumi, kad kaulin, i vienādi, un
6, kad tie dažādi. Ja kastı-tē ir 3 pilnas lozes un 7 tukšas, tad notikumam,
ka izvilktā loze būs pilna, ir 3 labvēlı-gi un 7 nelabvēlı-gi iznākumi. No tikko
pārrunātā izriet

NOTIKUMU VIENĀD̄IBAS KRITĒRIJS: ja diviem notikumiem ir vieni
un tie paši labvēlı-gie (tātad arı- nelabvēlı-gie!) iznākumi, tad šie
notikumi sakrı-t.

Citiem vārdiem, tas ı-stenı-bā ir viens un tas pats notikums. Salı-dzinot šo kon-
statējumu ar iepriekšējo rindkopu, redzam, ka visu informāciju par notikumu
(kad tas notiek un kad nē) satur šim notikumam labvēlı-go iznākumu kopa.
Lı-dz ar to mūsu pien, emtais skatı-jums uz notikumiem rāda, ka — vismaz
matemātiski — nav jēgas runāt par notikumu pirms nav fiksēts izmēg‘ inājums,
uz kuru tas attiecas (taču ir sastopami arı- citādi skatı-jumi, par ko šeit sı-kāk
nerunāsim). Jāievēro arı- piesardzı-ba, runājot par notikumiem, kuri saistı-ti
ar dažādiem izmēg‘ inājumiem. Neliels piemērs: Iedomāsimies, ka bez nu-
pat minētās ir vēl otra kastı-te ar lozēm, kurā ir 2 pilnas un 5 tukšas. Tad
viens un tas pats nosacı-jums izvilktā loze ir pilna apraksta vienu notikumu
iepriekšējā izmēg‘ inājumā, kad velk lozi no pirmās kastı-tes, un pavisam citu
(starp citu, ar 2 labvēlı-giem iznākumiem), kad lozi velk no otrās kastı-tes. Pat
vilkt otru lozi no pirmās kastı-tes — arı- tas ir jau cits izmēg‘ inājums ar mazāk
iznākumiem.

Jau ievadā redzējām, ka stādı-t priekšā konkrētu notikumu visērtāk ir,
aprakstot to ar piemērotu nosacı-jumu. Tai vietā var uzskaitı-t notikumam
labvēlı-gos izmēg‘ inājuma iznākumus. Patval,ı-gus notikumus parasti apzı-mē ar
lielajiem alfabēta sākuma burtiem A, B, C u.tml., vajadzı-bas gadı-jumā lieto-
jot arı- indeksus, bet dažiem ı-pašiem notikumiem ieved speciālus apzı-mējumus.
Kādam notikumam A labvēlı-go iznākumu kopu parasti apzı-mēsim ar ΩA.

3.1. vingrinājums. Mēs redzēsim, ka izmēg‘ inājumā ar n iznākumiem ir
pavisam 2n dažādu notikumu. Aprakstiet visus notikumus (a) izmēg‘ ināju-
mā ar vienas monētas mešanu, (b) lozes vilkšanā no kastı-tes, kurā ir pavisam
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trı-s lozes: viena iezı-mēta ar krustin, u, otra — ar ripulı-ti, bet trešā — ar trij-
stūrı-ti.

Iespējams, ka atrast dažus ”noklı-dušus ”notikumus jums palı-dzēs nākamās
rindkopas. J

2. Pien, emsim, ka mums ir fiksēts kāds izmēg‘ inājums.
Paši vienkāršākie notikumi izmēg‘ inājumā ir tie, kas nozı-mē viena atsevǐsk,a

iznākuma parādı-̌sanos.

Notikumu sauc par elementāru, ja tam ir viens vienı-gs labvēlı-gs iznākums.

Piemēram, metot spēl,u kaulin, u un reg‘ istrējot, cik punktu uzkritis, varam
sagaidı-t sešus dažādus elementārus notikumus: ka uzkritis viens punkts, ka
uzkrituši divi punkti utt. Atgriežoties pie 3.1. piemēra 38. lpp., varam teikt,
ka tur bija pieminēti četri dažādi izmēg‘ inājumi ar, attiecı-gi, 52, 4, 13 un 2
elementāriem notikumiem. Pēdējā gadı-jumā šie notikumi ir, ka izvilktā kārts
ir dūzis un ka izvilktā kārts nav dūzis. Bet šie paši notikumi ir neelementāri,
kad par iznākumu uzskatām katru atsevǐsk,o kārti.

Tālāk raksturosim divus ”galējus”notikumus, kādi atrodami jebkurā izmē-
g‘ inājumā.

Notikumu sauc par nenovēršamu, ja tas notiek vienmēr, kad izpilda
izmēg‘ inājumu — tātad, ja tam labvēlı-gi visi izmēg‘ inājuma iznākumi.

Notikumu sauc par neiespējamu, ja tas nekad nenotiek, t.i., ja tam
nav neviena labvēlı-ga iznākuma.

Piemēram, metot divus spēl,u kaulin, us, vienmēr uzkritušo punktu summa
ir mazāka par 20. Katra izvilktā kārts no pacin, as ir vai nu kreica, vai pı-k,a,
vai erca, vai arı- kārava masts kārts. Savukārt, nav iespējams, divus kaulin, us
metot, dabūt punktu summu 1, bet no kastı-tes izvilktā loze nevar vienlaikus
būt pilna un tukša.

Ir skaidrs, ka izmēg‘ inājumā ir tikai viens nenovēršams un viens neiespējams
notikums. Apzı-mēsim pirmo no tiem ar V, bet otro — ar Λ. Dažkārt V sauc
arı- par pilno, bet Λ — par tukšo notikumu. (Simbols Λ ir griek,u alfabēta lielais
burts Lambda.) Savukārt novēršami notikumi (tādi, kam ir kāds nelabvēlı-gs
iznākums) un iespējami notikumi (tādi, kam ir kāds labvēlı-gs iznākums) ir
vairāki — ja vien kopā Ω ir vismaz divi elementi.

Tā kā, izpildot izmēg‘ inājumu, vienmēr ir skaidrs jau iepriekš, kas notiks
ar notikumiem V un Λ, tos abus var saukt par noteiktiem notikumiem. Vi-
sus pārējos notikumus (tādi vienmēr ir, ja ir vairāk nekā viens iespējamais
iznākums) var saukt par nenoteiktiem jeb nejaušiem; dažreiz saka arı-, ka tie
ir gadı-juma notikumi. Visbiežāk interesanti ir tieši tie.
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Divi notikumi A un B (vienā un tai pašā izmēg‘ inājumā) var būt, un var
arı- nebūt viens ar otru saistı-ti.

Teiksim, ka no A izriet B, ja B notiek katreiz, kad notiek A, un ka
A izslēdz B, ja B nenotiek nekad, kad notiek A.

Detalizētāk: no A izriet B — tas nozı-mē, ka katrs iznākums, kas labvēlı-gs A,
labvēlı-gs arı- B. Šai situācijā saka arı-, ka A ir B apakšnotikums notikumam
B. Ja divi notikumi noved viens pie otra, tad, kā redzējām, tie ı-stenı-bā ir
vienādi. Tas, ka A izslēdz B, nozı-mē, ka neviens iznākums, kas labvēlı-gs A,
nav labvēlı-gs B. Viegli redzēt, ka ja A izslēdz B, tad arı- B izslēdz A, tāpēc
šai situācijā saka arı-, ka notikumi A un B ir nesavienojami (savā starpā).
Pretējā gadı-jumā saka, ka A un B ir savienojami. Citiem vārdiem sakot,

divi notikumi ir savienojami tad un tikai tad, ja ir kāds iznākums,
kuřs būtu labvēlı-gs tiem abiem,

divi notikumi ir nesavienojami tad un tikai tad, ja nav neviena iznāku-
ma, kuřs būtu labvēlı-gs tiem abiem.

3.3. piemērs. Piecdesmit divu iznākumu izmēg‘ inājumā ar kārts izvilkša-
nu no pacin, as apskatı-sim šādus notikumus:

A: izvilktā kārts ir pı-k, is,

B: izvilkta melnas masts kārts,

C: izvilktā kārts ir kāravs,

D: izvilkta sarkanas masts kārts.

Tad no A izriet B (jo, kad izvilkts pı-k, is, tad ir izvilkta melna kārts), bet A
izslēdz tiklab notikumu C, kā arı- D (jo pı-k,a masts kārts nav kāravs un vispār
nav sarkana kārts). B neizriet no A (ne vienmēr izvilkta melnas masts kārts ir
pı-k, is). B un C ir nesavienojami (nav tādas kārts, kas vienlaikus būtu melnas
masts un kāravs).

Tos pašus secinājumus iegūst arı-, ja kārts izvēli uzskata par eksperimentu
ar četriem iznākumiem (mastı-m) — skat. 3.1. piemēru. J

3.4. piemērs. Ja metam divus kaulin, us, tad notikumi s > 4 un s ir skaitl,a
6 pirmreizinātājs izrādās nesavienojami. Ja vārdu ’pirmreizinātājs’ aizvieto ar
’dalı-tājs’, tad tādi notikumi kl,ūst savienojami. J
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3. Atgriezı-simies vēlreiz pie 3.1. piemēra, kurā kārts vilkšanu no pacin, as
novērotājs varēja dažādi iedomāties par izmēg‘ inājumu. Īsuma labad apzı-mēsim
tur aprakstı-tos izmēg‘ inājumus attiecı-gi ar α52, α4, α13 un α2 — vadoties pēc
elementu skaita atbilstošajā iespējamo iznākumu kopā. Nav grūti ievērot,
ka izmēg‘ inājuma α4 iespējami iznākumi (četras mastis) faktiski ir notikumi
izmēg‘ inājumā α52, katrs ar 13 labvēlı-giem iznākumiem (kāršu nosaukumiem).
Arı- izmēg‘ inājuma α13 visi iznākumi tāpat ir notikumi izmēg‘ inājumā α52 ar 4
labvēlı-giem iznākumiem katrs. Šai nozı-mē varam teikt, ka izmēg‘ inājumi α4 un
α13 ir atvasināti no α52. Arı- α2 ir atvasināts gan no α52, gan tikpat labi no
α13.

Ievērosim, ka jebkuri divi dažādi atvasinātā izmēg‘ inājuma iznākumi kā no-
tikumi pamatizmēg‘ inājumā izrādās nesavienojami. No otras puses, izdarot iz-
mēg‘ inājumu, vienmēr ı-stenojas kāds no atvasinātā izmēg‘ inājuma iznākumiem.
Mums būs noderı-gi raksturot šādu situāciju vispārı-gā veidā, bet tam nolūkam
jāieved dažas arı- pašas par sevi nozı-mı-gas definı-cijas.

Pien,emsim, ka A = {A1, A2, . . . , Am} ir kaut kāda notikumu sistēma.
Ja tie visi ir iespējami, bet jebkuri divi dažādi no tiem ir nesavienojami,
sauksim sistēmu A par gadı-jumu sistēmu, bet pašus notikumus — par
gadı-jumiem.

Gadı-jumu sistēmu sauksim par pilnu, ja, izdarot izmēg‘ inājumu, vienmēr
kāds no šiem gadı-jumiem notiek (t.i., ja ikviens iespējamais iznākums
ir labvēlı-gs kādam no tiem).

Ievērosim, ka notikums saucams par gadı-jumu tikai salı-dzinājumā ar citiem
notikumiem no tās pašas sistēmas; ja izvēlas citu sistēmu, būs citi gadı-jumi.
Tā, piemēram, izmēg‘ inājumā α52 četri notikumi

izvilktā kārts ir kāravs, izvilktā kārts ir ercs, izvilktā kārts ir pı-k, is,
izvilktā kārts ir kreics,

veido pilnu gadı-jumu sistēmu. Pilna ir arı- divu notikumu sistēma — ka izvilkts
dūzis un ka izvilktā kārts nav dūzis. Jebkurā izmēg‘ inājumā visvienkāršā-
kā pilnā sistēma sastāv tikai no viena notikuma V. Locekl,u skaita zin, ā pretstats
ir visu elementāro notikumu sistēma.

Teiksim, ka izmēg‘ inājums β ir atvasināts no izmēg‘ inājuma α, ja
pirmā izmēg‘ inājuma β iznākumu kopa veido pilnu gadı-jumu sistēmu
otrajā izmēginājumā α.

Jāsaprot, ka, izdarot kādu izmēg‘ inājumu, mēs ı-stenı-bā vienlaikus izdarām
arı- no tā atvasinātos izmēg‘ inājumus. Piemēram, izvelkot kārti no pacin, as,
nosakām, kura kārts ir izn, emta (tas ir iepriekš minētais izmēg‘ inājums α52), bet
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vienlaikus nosakām vienu no mastı-m (t.i., realizējas α4), vienu no numuriem
(realizējas α13) un arı- vai izn, emtā kārts ir dūzis (tas ir α2).

Piezı-me. Atvasināta izmēg‘ inājuma jēdziens būs nepieciešams vienı-gi šı- pa-
ragrāfa pēdējā paragrāfā. Citur tas parādı-sies tikai epizodiski. Taču gadı-jumu
sistēmas (tai skaitā pilnas) jēdziens gan būs jāatceras bieži.

3.3. Notikumu algebra

1. Tagad iepazı-simies ar dažām darbı-bām, ko var izpildı-t ar notikumiem,
katrreiz rezultātā iegūstot atkal kādu notikumu.

Par notikumu A un B apvienojumu sauc tādu notikumu A ∪ B,
kuřs notiek tad un tikai tad, kad notiek vismaz viens (vienalga, kuřs)
no abiem notikumiem A un B.

Par A un B šk,ēlumu sauc tādu notikumu A ∩ B, kuřs notiek tad un
tikai tad, kad notiek abi notikumi A un B.

Par A un B starpı-bu sauc tādu notikumu A− B, kuřs notiek tad un
tikai tad, kad A notiek, bet B nenotiek.

Par A papildinājumu sauc tādu notikumu Ā, kuřs notiek tad un tikai
tad, kad A nenotiek.

Bieži notikuma papildinājumu sauc arı- par tam pretējo notikumu. Ja jau
iepriekš zināms, ka notikumi A un B nav savienojami, tad to apvienojumu
dažkārt sauc arı- par summu un apzı-mē ar A+B.

3.5. piemērs. Atkal atgriezı-simies pie izmēg‘ inājuma α52 ar kārts vilkšanu.
N, emsim divus notikumus:

A: izvilkta erca masts kārts, B: izvilkta bildes kārts

(par bildes kārtı-m uzskatı-sim kalpus, dāmas un kungus). Tad notikums, ka
izvilkta erca masts bildes kārts, ar 3 labvēlı-giem iznākumiem ir A un B šk, ē-
lums. Notikums, ka izvilkta erca masts vai bildes kārts, (kur netiek izslēgtas
kārtis, kas atbilst abām prası-bām) ir A un B apvienojums, un tam labvēlı-gi
ir 22 iznākumi — visas erca masts kārtis (to ir 13) un vēl visas bilžainās citu
mastu kārtis (to ir 9). A un B starpı-ba ir notikums, ka izvilkta erca masts,
bet ne bildes kārts, un tam ir desmit labvēlı-gu iznākumu. Bet notikums, ka
izvilktā kārts nav ercs (ar 39 labvēlı-giem iznākumiem) ir A papildinājums.

Bez tam notikums B ir triju dabisku notikumu summa: tie ir notikumi, ka
izvilkts kungs, izvilkta dāma, izvilkts kalps. J
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3.2. vingrinājums. Pārliecinieties, ka patval,ı-gs izmēg‘ inājuma iznākums
ir

• labvēlı-gs notikumam A ∪ B tad un tikai tad, kad tas labvēlı-gs vismaz
vienam no notikumiem A un B,

• labvēlı-gs notikumam A∩B tad un tikai tad, kad tas labvēlı-gs reizē abiem
notikumiem A un B,

• labvēlı-gs notikumam A−B tad un tikai tad, kad tas ir labvēlı-gs notiku-
mam A un nelabvēlı-gs B,

• labvēlı-gs Ā tad un tikai tad, ja tas nav labvēlı-gs A. J

Piezı-me. Šai vingrinājumā norādı-tie darbı-bu ar notikumiem raksturoju-
mi parocı-gi arı- praktiskai izmantošanai. Bez tam tie dod zināmu motivāciju
definı-cijā pien, emtajiem darbı-bu nosaukumiem un apzı-mējumiem. Piem., no-
tikuma A ∪ B labvēlı-go iznākumu kopa nav nekas cits kā A un B labvēlı-go
iznākumu kopu ΩA un ΩB apvienojums. Lı-dzı-gi ir arı- ar pārējām operācijām.
Tāpēc dažkārt notikumu un tā labvēlı-go iznākumu kopu nešk, iro, uzskata par
vienu un to pašu objektu. Tas mazliet atvieglo formulējumus un vienkāršo pie-
rakstu simbolos, bet ne visai saskan, ojas ar mūsu intuı-ciju. Mēs turpmākajā to
nedarı-sim. J

3.3. vingrinājums. Aplūkosim vēlreiz to pašu izmēg‘ inājumu α52 ar kār-
tı-m. Apzı-mēsim ar Mi, kur i ir viens no simboliem ♦,♥,♠,♣, notikumu,
ka izvilkta i masts kārts, bet ar Nj, kur j ir viens no skaitl,iem 1, 2, . . . , 13,
notikumu, ka izvilktā kārts ir ar numuru j (dūzim j = 1, divniekam j = 2,
trijniekam j = 3, . . ., desmitniekam j = 10, kalpam j = 11, dāmai j = 12,
kungam j = 13).

1) Pēc iespējas vienkāršāk aprakstiet vārdiem šādus notikumus:

(a) M♠ ∩N12, (b) M♠ ∪M♣, (c) N1 ∪N2 ∪N3 ∪N4, (d) N1 ∪M♣,

(e) M♠ ∩ (N11 ∪N12 ∪N13), (f) N1 ∩M♣, (g) N1 −M♣, (h) M♣ −N1,

(j) M♦ ∪M♥, (i) M♦ ∩M♣, (k) M♦ ∪M♥.

Saskaitiet katram no tiem labvēlı-gos iznākumus.
2) Lietojot pien, emtos apzı-mējumus un izmantojot četras tagad jau zināmās

operācijas, pierakstiet ar simboliem šādus notikumus: izvilktā kārts (a) ir
pı-k,a vai erca trijnieks, (b) ir erca trijnieks vai kreica dūzis, (c) ir sarkanas
masts kārts ar trim, četriem vai pieciem punktiem, (d) nav vienlaikus pı-k,a un
erca masts, (e) nav melnas masts dūzis, (f) nav ne dūzis, ne dāma, (g) nav
septı-tnieks vai ir kāravs, (h) ir bildes kārts, taču ne kāravs.
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Atbildes. 1) Izvilkta (a) pı-k,a dāma, 1, (b) melna kārts, 26, (c) kārts
ar ne vairāk par četriem punktiem, 16, (d) kārts, kas ir dūzis vai kreics, 16,
(e) bilžaina pı-k,a kārts, 3, (f) kreica dūzis, 1, (g) dūzis, bet ne kreica, 3, (h)
kreics, kas nav dūzis, 12, (i) reizē kāravs un kreics, 0, (j) kārts, kas nav ne
kāravs, ne ercs (jeb nav sarkana kārts), 26, (k) kārts, kas nav kāravs vai nav
ercs (nenovēršams notikums), 52.

2) (a) (M♠ ∪M♥)∩N3, (b) (M♥ ∩N3)∪ (M♣ ∩N1), (c) (M♥ ∪M♦)∩
(N3 ∪ N4 ∪ N5), (d) M♠ ∩M♥, (e) (M♠ ∪M♣) ∩N1, (f) N1 ∪N12 jeb
N1 ∩N12, (g) N7 ∪M♦, (h) (N11 ∪N12 ∪N13)−M♠. J

Nobeidzot paragrāfu atzı-mēsim vēl dažus viegli pārbaudāmus faktus, kurus
vēlāk lietosim bez ı-paša atgādinājuma.

3.4. vingrinājums. Izmantojot 3.2. vingrinājuma rezultātus, pārliecinie-
ties, ka

(a) A nav savienojams ar B tad un tikai tad, ja A ∩B = Λ,

(b) no A seko B tad un tikai tad, ja A ∪B = B,

(c) no A seko B tad un tikai tad, ja A ∩B = A,

(d) A ∩B un A−B nav savienojami,

(e) A−B = A ∩ B̄,

(f) Ā = V − A. J

3.4. Notikumu novērtēšana: to apjomi un varbūtı-bas

Mūsu vērojumi 1. nodal,ā rāda, ka kāda notikuma iespējamı-bu var skaitliski
raksturot ar tam labvēlı-go iznākumu skaitu vai arı- ar tā notikšanas varbūtı-bu.
Šai paragrāfā apspriedı-sim šādus vērtējumus vispārı-gā veidā. Kā parasti,
pien, emsim, ka ir fiksēts kāds izmēg‘ inājums. Tā iespējamo iznākumu skaitu
apzı-mēsim ar n.

1. Sāksim ar ne visai izplatı-tu, bet noderı-gu definı-ciju.

Notikumam labvēlı-go iznākumu skaitu sauksim par tā apjomu. Pat-
val,ı-ga notikuma A apjomu apzı-mēsim ar N(A).

Nav grūti redzēt, ka ir spēkā šādas sakarı-bas, kurās A un B ir patval,ı-gi
notikumi (saı-sinājums ’t.t.t.’ nozı-mē ’tad un tikai tad’).
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N1: 0 ≤ N(A) ≤ n,

N2: N(A) = 0 t.t.t., ja A = V,

N3: N(A) = n t.t.t., ja A = Λ,

N4: ja no A izriet B, tad N(A) ≤ N(B),

N5: ja A un B ir savienojami, tad N(A) +N(B) ≤ n.

N6: A un B nav savienojami t.t.t., ja N(A ∩B) = 0.

3.5. vingrinājums. Izdomājiet pretpiemērus, kas rāda, ka sakarı-bas N4
un N5 nav apgriežamas. Proti, izdomājiet izmēg‘ inājumu un norādiet tajā divus
notikumus A un B tā, ka N(A) ≤ N(B), bet tomēr no A neizriet B. Lı-dzı-gi,
izdomājiet izmēg‘ inājumu un norādiet tajā notikumus A un B tā, lai A un B
būtu nesavienojami, bet tomēr N(A) +N(B) ≤ n. J

Pirms turpinām, atcerēsimies jau 1.1. paragrāfā apskatı-tu piemēru.

3.6. piemērs. Ir zināms, ka ekskursantu grupā, kas dodas ārzemju brau-
cienā, divpadsmit prot angl,u, bet septin, i — vācu valodu. Turklāt trı-s ir tādi,
kas prot abas šı-s valodas. Cik ı-sti ir to, kuri prot vismaz vienu no šı-m valodām?

Protams, ka atbilde ”devin,padsmit”, ko dabū saskaitot divpadsmit ar sep-
tin, i, ir nedaudz pārspı-lēta: tā būsim divreiz uzskaitı-juši tos trı-s, kuri prot abas
valodas. Pareizā atbilde ir ”sešpadsmit”. J

Gluži tāpat spriežot, var pārliecināties, ka ir spēkā pirmā no četrām nāko-
šajām sakarı-bām.

N7: N(A ∪B) = N(A) +N(B)−N(A ∩B),

N8: ja A un B nav savienojami, tad N(A+B) = N(A) +N(B),

N9: N(A−B) = N(A)−N(A ∩B),

N10: N(Ā) = n−N(A).

Vienādı-ba N8, ko parasti sauc par (apjomu) saskaitı-̌sanas likumu ir nevis
N7 pretstats, bet sekas (skat. N6). Patiesı-bā tā ir citā veidā uzrakstı-ts mums
jau no 7. lpp. pazı-stamais saskaitı-̌sanas princips. Tiešām, ja α nozı-mē,
ka izvēlas notikumam A, bet β — notikumam B labvēlı-gu izmēg‘ inājuma
iznākumu, tad k = N(A), bet l = N(B). Norādı-jums ’citos veidos’ principa
tekstā nozı-mē, ka A izslēdz B. Savukārt, izvēle ”α vai β” tad nozı-mē labvēlı-ga
iznākuma izvēli notikumam A+B.

N7 kopā ar N6 l,auj apgalvot pat vairāk:
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Notikumi A un B ir nesavienojami t.t.t., ja N(A ∪ B) = N(A) +
N(B).

Vienādı-bu N9 var, izmantojot 3.2. vingrinājumu, pārbaudı-t tieši, bet var
arı- izsecināt no iepriekšējām. Vispirms, notikumi A ∩ B un A − B ir acı-mre-
dzami nesavienojami, bet (A ∩ B) + (A − B) = A. Tad N8 dod, ka N(A) =
N(A ∩ B) + N(A − B). Vienādı-ba N10 ir acı-mredzama, bet to var dabūt
arı- kā N9 sekas, ja n, em vērā N3.

2. Parādı-sim, kā apskatı-tās apjomu ı-pašı-bas var izmantot aprēk, inos.

3.7. piemērs. Izdarot aptauju 100 cilvēku lielā grupā, noskaidrojās, ka
no tiem 50 prot angl,u valodu, 40 — krievu valodu, 55 — vācu valodu, bet
6 cilvēki neprot nevienu no šı-m svešvalodām. Pie tam, 20 no tiem, kas prot
angl,u, prot arı- vācu, un 23 — krievu valodu, bet vācu un krievu prot 7 no
aptaujātajiem.

Vēlāk radās aizdomas, ka šie dati nav pareizi. Vai to var apstiprināt ar
kādiem aprēk, iniem ?

Mēs drı-kstam iedomāties, ka mums ir izmēg‘ inājums ar 100 iznākumiem,
kurā aptaujāšanai patval,ı-gi izvēlas jebkuru pārstāvi no minētās grupas. Ap-
zı-mēsim ar A, K un V notikumus, ka tāds aptaujātais prot attiecı-gi angl,u,
krievu vai vācu valodu. (Nejauksim šo V ar nenovēršamo notikumu V.)

Ar X apzı-mēsim notikumu, ka aptaujātais neprot nevienu no trijām sveš-
valodām. Acı-mredzot, X = Ā ∩ K̄ ∩ V̄ .

Uzdevumā teikts, ka N(X) = 6. Nav grūti saprast, ka notikums X ir
papildinājums notikumam Y , ka aptaujātais prot vismaz vienu svešvalodu.
Tad pēc N10 dabūjam, ka N(Y ) = 94.

Bet Y = A ∪K ∪ V . Iedomāsimies apvienojumu A ∪K kā vienu vienotu
notikumu (ka aptaujātais prot vismaz angl,u vai krievu valodu). Tad, n, emot
vēl vērā arı- N7 (kur A lomā ir A ∪K, bet B lomā — V ),

94 = N(A∪K∪V ) = N((A∪K)∪V ) = N(A∪K)+N(V )−N((A∪K)∩V ).

Vēlreiz lietosim N7:

N(A ∪K) = N(A) +N(K)−N(A ∩K) = 50 + 40− 23 = 67.

No šejienes
N((A ∪K) ∩ V ) = 67 + 55− 94 = 28.

Pārdomājot, ko nozı-mē kreisajā pusē esošais notikums (A∪K)∩V (nejaušs
aptaujātais zina vācu valodu un vēl vismaz vienu no divām — angl,u vai krievu),
redzēsim, ka tas izpildās tādā un tikai tādā gadı-jumā, kad aptaujātais prot
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angl,u un vācu valodu vai, ja nē, tad krievu un vācu valodu; citiem vārdiem
sakot, ja izpildās notikums (A∩V )∪ (K∩V ). Atkal n, emot vērā N7, dabūjam:

28 = N((A ∩ V ) ∪ (K ∩ V )) =
= N(A ∩ V ) +N(K ∩ V )−N((A ∩ V ) ∩ (K ∩ V )) =
= 20 + 7−N((A ∩K ∩ V ).

Tādejādi, N(A ∩K ∩ V ) = −1, kas, protams, nav iespējams. Tas nozı-mē, ka
izmantotie dati tiešām ir kl,ūdaini. J

3.8. piemērs. Pēc anketu pārbaudes izrādı-jās, ka iepriekšējā piemērā mi-
nētajos skaitl,os ieviesusies vienkārša drukas kl,ūda: vācu un krievu valodu ı-ste-
nı-bā prot nevis 7, bet 17 aptaujātie. Ko papildus aprēk, ini var dot šādā gadı-jumā?

Korig‘ ējot iepriekšējā piemēra aprēk, inus, dabūsim, ka tagad N(A∩K∩V ) =
9, t.i., devin, i aptaujātie prot visas trı-s svešvalodas.

Var uzzināt, cik ir tādu, kas prot vācu, bet neprot krievu valodu. Tas ir
skaitlis N(V −K). Pēc N9 dabūjam, ka

N(V −K) = N(V )−N(N ∩K) = 55− 17 = 38.

Lı-dzı-gi, prot vācu, bet ne angl,u valodu 35 aptaujātie.
Tagad noskaidrosim, cik aptaujāto prot tikai vācu valodu, citiem vārdiem,

kāds ir apjoms notikumam V ∩A ∪K jeb, kas ir tas pats, notikumam V −(A∪
K). Jau iepriekšējā piemērā atradām, ka N(V ∩ (A ∪K)) = 28 (bijusı- kl,ūda
šo rezultātu neskar). Tātad, pēc N9,

N(V − (A ∪K)) = N(V )−N(V ∩ (A ∪K)) = 55− 28 = 27.

To skaits, kuri prot krievu un vācu, bet ne angl,u valodu, ir

N((K ∩ V )− A) = N(K ∩ V )−N(K ∩ V ∩ A) = 17− 9 = 8.

Lı-dzı-gi, to, kuri prot angl,u un vācu, bet neprot krievu valodu, ir 11. J

3.6. vingrinājums. Padomājiet, kādas vēl šo valodu prašanas vai nepra-
šanas kombinācijas iespējamas, un nosakiet attiecı-gos pratēju skaitus. J

3. Tāpat kā saskaitı-̌sanas princips, arı- apjomu saskaitı-̌sanas likums ir
vispārināms vairāk nekā diviem notikumiem. Nākamais piemērs apstiprina
dabı-gu minējumu, ka saskaitı-̌sanas likums varētu būt spēkā vairāk nekā di-
viem notikumiem. Mēs jau esam izmantojuši šādu piemēru.
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3.9. piemērs. Veikalā ı-si pirms slēgšanas palikuši 7 kukulı-̌si Borodinas
maizes, 5 kukulı-̌si saldskābmaizes, 4 kukulı-̌si klona maizes un 8 baltmaizes ba-
toni. Cik liela ir izvēle pircējam, kurš pēc maizes iesteidzas veikalā pēdējā brı-dı-?

Tā kā visas četras maizes šk, irnes ir dažādas, varam saskaitı-t dažādu šk, irn, u
kukulı-̌su skaitu. Tas nozı-mē, ka pircējs var izvēlēties vienu no 24 kukulı-̌siem.
Piemetināsim vienı-gi, ka šı- situācija ir aprakstāma izmēg‘ inājumu un notikumu
valodā. Uzskatı-sim par izmēg‘ inājumu kādas gabalpreces pirkšanu veikalā un
par iespējamo iznākumu kopu — visu nopērkamo gabalpreču kopu. Mūs in-
teresē notikums, ka pircējs nopircis vienu maizes kukuli. Šim notikumam ir
četri gadı-jumi: nopirkts ir kukulis Borodinas, saldskābās, klona maizes vai
baltmaizes. Ievērosim, ka jebkuri divi (dažādi) no šiem četriem apakšnotiku-
miem ir savstarpēji nesavienojami. Mūs interesējošajam notikumam (kurš ir
visu četru gadı-jumu apvienojums) labvēlı-go iznākumu skaitu (24) dabūjām,
saskaitot labvēlı-go iznākumu skaitus četriem gadı-jumiem. J

Lai aprakstı-tu šos apsvērumus vispārı-gā veidā, ir noderı-gi ievest vēl vienu
dabisku palı-gjēdzienu, ko izmantosim arı- turpmāk.

Teiksim, ka kāds notikums A ir sadalāms gadı-jumos A1, A2, . . . , Am,
ja {A1, A2, . . . , Am} ir gadı-jumu sistēma (skat. 2. paragrāfa beigas
43. lpp.) un pie tam A = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Am. Šādā situācijā katru
gadı-jumu Ai sauksim par notikuma A gadı-jumu.

Atbilstoši notikumu apvienojuma definı-cijai, vienādı-ba A = A1∪A2∪· · ·∪Am
nozı-mē, ka A notiek tad un tikai tad, kad notiek kāds no gadı-jumiem Ai.
Protams, ka vairāki gadı-jumi reizē nevar ı-stenoties.

Tagad varam N8 vispārināt sekojoši.

VISPĀR̄IGAIS APJOMU SASKAIT̄IŠANAS LIKUMS: Ja notikums A
ir sadalāms gadı-jumos A1, A2, . . . , Am, tad N(A) = N(A1)+N(A2)+
· · ·+N(Am).

Mēs tiešām dabūsim N8 kā šı- likuma speciālgadı-jumu, ja ievērosim, ka
nesavienojamiem A un B kopa {A,B} ir notikuma A+B sadalı-jums gadı-jumos
(pien, emot, ka notikumi A un B abi ir iespējami! Taču ja kāds no tiem, vai
pat abi, ir neiespējami, tad N2 dēl, sakarı-ba N8 kl,ūst par trivialitāti.).

4. Jautājumi, kas tika apskatı-ti lı-dz šim šai paragrāfā — un pat nodal,ā —
bija tı-ri kombinatoriskas dabas. Tagad pievērsı-simies notikumu varbūtı-bām.

Mēs jau ievadā mēg‘ inājām novērtēt notikuma iespējamı-bu ar skaitli, kurš
rāda, kādu dal,u no iespējamiem izmēg‘ inājuma iznākumiem veido tie, kas lab-
vēlı-gi apskatāmajam notikumam. Bet mēs arı- redzējām, ka tāds iespējamı--
bas mērs, ko nosaucām par notikuma varbūtı-bu, sevi attaisno vienı-gi tad,
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ja ir pamats domāt, ka visi izmēg‘ inājuma iznākumi ir vienlı-dz iespējami.
Šai punktā iepazı-simies ar šādi definētu varbūtı-bu ı-pašı-bām. Tās izrādı-sies
radniecı-gas iepriekšējā punktā noskaidrotajām notikumu apjomu ı-pašı-bām.

Par patval,ı-ga notikuma A klasisko varbūtı-bu sauc skaitli, kuřs rāda,
kāda dal,a no izmēg‘ inājumā iespējamiem iznākumiem ir labvēlı-ga A.

Apzı-mēsim šo skaitli ar P (A); tātad P (A) = N(A)
n .

Piemērojot šo definı-ciju elementāriem notikumiem, ievērosim, ka

katra atsevǐsk, ā iznākuma klasiskā varbūtı-ba ir 1
n .

Tas vēlreiz pasvı-tro, ka klasiskās varbūtı-bas jēdziens lietojams vienı-gi, ja visiem
izmēg‘ inājuma iznākumiem ir vienādas iespējas parādı-ties. Ja to atceras, tad
var arı- atmest apzı-mētāju klasiskā. (Atgādināsim arı- pirmā paragrāfa beigās
pārrunāto, ka izmēg‘ inājuma iznākumu kopā Ω nav ”neiespējamu” iznākumu.)

3.10. piemērs. Atcerēsimies pirmā nodal,as izmēginājumu — divu dažā-
du spēl,u kaulin, u mešanu ar 36 iespējamiem iznākumiem. Tur mēs redzējām,
ka iespējamas 11 dažādas uzkritušo punktu summas s. 1. tabulā redzams,
kādas ir šı-s summas dažādiem metiena iznākumiem. Apzı-mēsim ar As, kur

1. tabula: punktu summu biežumi

2. kaulin, š
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9

1. kaulin, š 4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

s = 2, 3, . . . , 12, notikumu, ka minēta summa ir s. Redzams, ka, piem., A4 ir
ar trim, bet A7 — ar sešiem labvēlı-giem iznākumiem. Notikumu As varbūtı-bas
sakopotas 2. tabulā parasta dal,skaitl,a un decimālā formā.

3.11. piemērs. Kastı-tē ir k baltas un l melnas bumbin, as. Apsvērsim
šādus jautājumus.

(a) No kastı-tes uz labu laimi izn, em vienu bumbin, u. Kāda ir varbūtı-ba, ka
tā būs balta? melna?
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2. tabula: notikumu As varbūtı-bas

s 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P (As) 1/36 1/18 1/12 1/9 5/36 1/6 5/36 1/9 1/12 1/18 1/36

0, 028 0, 056 0, 083 0, 111 0, 139 0, 167 0, 139 0, 111 0, 083 0, 056 0, 028

(b) No kastı-tes uz labu laimi izn, em vienu bumbin, u un atliek malā. Šı- bumbin, a
izrādas balta. Kāda ir varbūtı-ba, ka nākošā arı- būs balta? melna?

(c) No kastı-tes uz labu laimi izn, em vienu bumbin, u un, neapskatot, atliek malā.
Kāda ir varbūtı-ba, ka nākošā bumbin, a būs balta?

(d) No kastı-tes citu aiz citas izn, em visas bumbin, as. Kāda ir varbūtı-ba, ka
pēdējā no tām būs balta?

(e) No kastı-tes uz labu laimi izn, em vienu bumbin, u un atliek malā. Pēc tam
izn, em vēl vienu bumbin, u; tā izrādās balta. Kāda ir varbūtı-ba, ka arı- pirmā bija
balta?

(a) Ir skaidrs, ka te ir izmēg‘ inājums ar k + l iznākumiem un ka tie visi ir
vienlı-dz iespējami. Mūs interesējošos notikumus, ka izn, emtā bumbin, a ir balta
un ka tā ir melna, apzı-mēsim attiecı-gi ar A un ar B. Notikumam A ir k
labvēlı-gi iznākumi, tāpēc meklētā varbūtı-ba P (A) ir k

k+l . Lı-dzı-giP (B) = l
k+l .

(b) Šoreiz izmēg‘ inājums ı-stenı-bā sākas tikai pēc pirmās bumbin, as atlikšanas,
un tam ir vairs tikai k+ l− 1 iznākums. Tāpēc arı- vērtējamie notikumi šoreiz
ir citi (kaut uzdotie jautājumi skan vienādi!). Ja apzı-mē tos ar A′ (bumbin, a
balta) un B′ (bumbin, a melna), tad P (A′) = k−1

k+l−1 , bet P (B′) = l
k+l−1 .

(c) Bieži vien pirmā atbilde, kas (b) piemēra iespaidā ienāk prātā, skan
apmēram tā: ”Varbūtı-ba, ka otrā bumbin, a būs balta ir k−1

k+l−1 , ja malā at-
liktā bumbin, a ir balta, un k

k+l−1 , ja tā izrādās melna”. Taču šis novērtējums
ir neapmierinošs kaut vai tādēl,, ka dod nenoteiktu atbildi uz jautājumu par
pilnı-gi noteikta notikuma varbūtı-bu. Pati ideja, ka jārēk, inās ar pirmās bum-
bin, as krāsu, gan nav gluži nederı-ga, un pie tās atgriezı-simies nedaudz vēlāk.

Dabūt pareizu atbildi var arı- uzreiz, kaut spriedumi, ar kuriem to iegūsim,
dažreiz pirmajā brı-dı- šk, iet apšaubāmi. Proti, varbūtı-ba, ka otrā bumbin, a būs
balta, ir tas pats jau no (a) pazı-stamais skaitlis k

k+l !
Salı-dzināsim (c) un (a) piemērus un mēg‘ ināsim saprast, ka būtı-bā abos

gadı-jumos mums ir darı-̌sana ar vienu un to pašu izmēg‘ inājumu ar k+ l iznāku-
miem; atšk, irı-ga ir tikai apskatāmās bumbin, as izn, emšanas procedūra. Mēs va-
ram domāt, ka (a) piemērā tika izn, emta pirmā pie rokas pagadı-jusies bumbin, a,
bet (c) piemērā pirmo pagadı-jušos noraidām (pastumjam to sān, us vai izn, emam
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pavisam ārā — tas nav būtiski), un meklējam citu. Tātad galu galā abas reizes
apskatei tiek izraudzı-ta viena no k + l bumbin, ām.

Šāds spriedums dažkārt tomēr izsauc iebildumus, piemēram — bet tomēr
kastı-tē taču bija palicis par vienu bumbin,u mazāk. Taču apskatāmās otrās
bumbin, as lomā iespējams nokl,ūt ikvienai no sākumā kastı-tē esošajām, un ne-
vienai bumbin, ai, kopumā n, emot, šı- iespēja nav ne lielāka, ne mazāka kā citām
(t.i., saglabājas arı- motivējums lietot klasiskās varbūtı-bas definı-ciju).

Ja lası-tājam joprojām šk, iet, ka vin, š tiek mānı-ts, tad vin, am varētu noderēt
šāds ievērojami atšk, irı-gs skatı-jums uz notiekošo.

Domāsim par divu bumbin, u izn, emšanu no kastı-tes kā par patstāvı-gu iz-
mēg‘ inājumu, kura iznākumi ir bumbin, u pāri. Tā kā abu bumbin,u lomas ir
atšk, irı-gas, un tā kā pirmo izn, emto atpakal, neliek, mums ir darı-̌sana ar sakār-
totiem pāriem bez atkārtojumiem, un to skaits ir A2

k+l jeb (k + l)(k + l − 1).
Nav nekādu iemeslu tam, ka kāds pāris būtu ı-pašā stāvoklı- — tiem visiem ir
vienādas iespējas būt izn, emtiem, tāpēc šai izmēg‘ inājumā var lietot klasiskās
varbūtı-bas.

Mūs interesē notikums (apzı-mēsim to ar A′′), ka pārı- otrā bumbin, a ir balta;
saskaitı-sim tam labvēlı-gos iznākumus. Protams, to pāru, kuros otrā bumbin, a
ir balta, ir tieši tikpat, cik to pāru, kuros balta ir pirmā bumbin, a (vajag
katrā pārı- bumbin, as samainı-t vietām). Pirmo baltu var pan, emt k veidos,
katrai pirmajai bumbin, ai var piebiedroties ikviena no atlikušājām k + l − 1,
tāpēc N(A′′) = k(k + l − 1). (To pašu rezultātu dabū, ja saskaita tos pārus,
kuros abas bumbin, as ir baltas, un arı- tos, kuros pirmā bumbin, a melna, bet
otrā balta — kopā tas ir k(k − 1) + lk.) Tātad

P (A′′) =
k(k + l − 1)

(k + l)(k + l − 1)
=

k

k + l

— kā jau bija izspriests iepriekš.
Izskatı-sim vēl vienu pan, ēmienu, kā atrast atbildi uz šo pašu jautājumu.

Pal,ausimies uz lası-tāja izpratni, ka šis pan, ēmiens ir ”saprātı-gs”; stingru pa-
matojumu varēsim dot tikai nākamajā nodal,ā, kad runāsim par nosacı-tajām
varbūtı-bām.

Acı-mredzot (to ievērojām jau pašā sākumā), varbūtı-ba otrajai bumbin, ai
būt baltai ir k−1

k+l−1 , ja malā atliktā ir balta, un k
k+l−1 , ja tā ir melna. Ja abas

šı-s iespējas būtu vienlı-dz ticamas, mums būtu pamats par meklēto varbūtı-bu
n, emt abu šo ”nosacı-to” varbūtı-bu vidējo aritmētisko, t.i., to summas pusi.
Īstenı-bā abu iespēju ticamı-ba atkarı-ga nokonkrētām k un l vērtı-bām. Ja, piem.,
balto bumbin,u būtu jūtami vairāk nekā melno, vajadzētu pirmajai nosacı-tajai
varbūtı-bai k−1

k+l−1 piešk, irt lielāku svaru nekā otrajai. Bet no (a) jau zinām
varbūtı-bas pirmajai izn, emtajai bumbin, ai būt baltai vai melnai; n, emsim tās
kā izsvarojošus koeficientus un aprēk, ināsim abu nosacı-to varbūtı-bu izsvērto
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vidējo, kas tad būtu meklētā varbūtı-ba:
k

k + l
· k − 1
k + l − 1

+
l

k + l
· k

k + l − 1
=

=
k(k − 1) + kl

(k + l)(k + l − 1)
=

k(k + l − 1)
(k + l)(k + l − 1)

=
k

k + l
.

Piemetināsim tikai, ka abi svara koeficienti tiešām kl,ūst vienādi ar 1
2 , kad k = l.

(d) Arı- šis piemērs ir tikai variācija par to pašu tēmu. Iedomājieties, ka
kāds, lai tiktu pie jau nolūkotās bumbin, as, vispirms izn, em pārējās tāpēc, ka
tās traucē. Atbilde ir k

k+l .
(e) Šis piemērs savukārt būtiski neatšk, iras no (b), un meklētā varbūtı-ba ir

k−1
k+l−1 . Neatkarı-gi no (b) varam spriest šādi.

Izmantosim nupat aprakstı-to izmēg‘ inājumu ar divu bumbin, u n, emšanu.
Mēs jau zinām, ka ir k(k+ l−1) tādu pāru, kuros otrā bumbin, a ir balta. Kādu
dal,u no tiem sastāda tie pāri, kuros arı- pirmā bumbin, a ir balta (t.i., abas ir
baltas)? Tādu pāru ir tikai A2

k jeb k(k − 1), tāpēc mūs interesējošā (klasiskā)
varbūtı-ba ir k(k−1)

k(k+l−1) jeb k−1
k+l−1 .

Šo spriedumu var pielāgot arı- (b) gadı-jumam.

Atbilde: (a) k
k+l un l

k+l , (b) k−1
k+l−1 un l

k+l−1 , (c) k
k+l , (d) k

k+l , (e) k−1
k+l−1 . J

3.7. vingrinājums. Vai jūs apskatı-tajā piemērā baltās, tāpat arı- melnās
bumbin, as uzskatı-jāt par vienādām, dažādām vai nepievērsāt tam uzmanı-bu?
Cik tas ir būtiski?

3.12. piemērs. Kastı-tē ir k baltas un l melnas bumbin, as, visas dažādas.
No kastı-tes izn, ēma r bumbin, as. Kāda varbūtı-ba, ka tās visas ir baltas?

Protams, ja r > k, tad meklētā varbūtı-ba ir 0. Paliksim pie pretējā gadı--
juma, kad r ≤ k.

Izmēg‘ inājums ir r bumbin, u izn, emšana no kastes; tam ir Cr
k+l iznākumu

(kāpēc?). Mūs interesē notikums, ka visas izn, emtās bumbin, as ir baltas, tam
labvēlı-gi ir vairs tikai Cr

k iznākumi. Visām bumbin, ām tiek domāta vienāda
iespēja būt starp izn, emtajām, lı-dz ar to ikvienam r bumbin, u komplektam ir
tādas pat izredzes tikt izn, emtam kā ikvienam citam. Tāpēc lietojam klasisko

varbūtı-bas definı-ciju, un meklētā varbūtı-ba ir Cr
k

Cr
k+l

.

Tā kā runa ir tikai par to, ka izn, emtās bumbin, as ir vienādas krāsas, šk, iet, ka
bumbin,u izn, emšanas secı-bai nevajadzētu būt svarı-gai. Un tiešām, ja mēs kom-
bināciju vietā tomēr būtu n, emuši variācijas, lı-dzı-gi spriežot, dabūtu varbūtı-bu
A2
k

A2
k+l

. Bet ı-pašı-ba K9 rāda, ka tas ir tas pats skaitlis.

Atbilde:
Cr
k

Cr
k+l

jeb Ark
Ark+l

J
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3. Paturot prātā, kā aprēk, ina varbūtı-bu P (A), no ı-pašı-bām N1–N10 uzreiz
iegūstam šādus to dubultniekus:

P1: 0 ≤ P (A) ≤ 1,

P2: P (A) = 0 t.t.t., ja A = Λ,

P3: P (A) = 1 t.t.t., ja A = V,

P4: ja no A izriet B, tad P (A) ≤ P (B),

P5: ja A un B ir savienojami, tad P (A) + P (B) ≤ 1.

P6: A un B nav savienojami t.t.t., ja P (A ∩B) = 0

P7: P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B),

P8: ja A un B nav savienojami, tad P (A+B) = P (A) + P (B),

P9: P (A−B) = P (A)− P (A ∩B),

P10: P (Ā) = 1− P (A).

Piem., ja no A izriet B, tad (pēc N4)

P (A) =
N(A)
n
≤ N(B)

n
= P (B),

ar ko ir pierādı-ta ı-pašı-ba P4. Bet no N7, izdalot abas puses ar n, dabū P7:

P (A ∪B) =
N(A ∪B)

n
=
N(A)
n

+
N(B)
n
− N(A ∩B)

n
= P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Lı-dzı-gi pamatojamas arı- pārējās sakarı-bas.
Vienādı-bu P7 sauc par varbūtı-bu saskaitı-̌sanas likumu. Tāpat kā apjomu

gadı-jumā,

notikumi A un B ir nesavienojami t.t.t., ja P (A∪B) = P (A)+P (B).

Savs lı-dzinieks ir arı- vispārinātajam apjomu saskaitı-̌sanas likumam. Atcerēsi-
mies, ka (pēc definı-cijas) notikuma gadı-jumi ir pa pāriem nesavienojami.

VISPĀR̄IGAIS VARBŪT̄IBU SASKAIT̄IŠANAS LIKUMS: Ja notikums
A ir sadalāms gadı-jumos A1, A2, . . . , Am, tad P (A) = P (A1)+P (A2)+
· · ·+ P (Am).
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Tāpat kā tas bija ar N8 pie apjomu saskaitı-̌sanas, P8 ir vispārı-gā likuma spe-
ciālgadı-jums, par ko var lı-dzı-gi pārliecināties.

Ikvienu no Λ atšk, irı-gu notikumu var sadalı-t arı- elementāros gadı-jumos
(atgādne: par elementāru pirmā paragrāfa otrā punkta sākumā nosaucām no-
tikumu, kam ir tikai viens labvēlı-gs iznākums). Tad kā sekas no vispārı-gā var-
būtı-bu saskaitı-̌sanas likuma dabūjam:

Ja A 6= Λ, tad notikuma A varbūtı-ba ir vienāda ar visu tam labvēlı-go
iznākumu varbūtı-bu summu.

Tiešām, ja ω1, ω2, . . . , ωk ir A labvēlı-gie iznākumi, tad k = N(A) un

P (A) = P (ω1) + P (ω2) + · · ·+ P (ωk) = k · 1
n

=
N(A)
n

(ω ir griek,u alfabēta mazais burts, kuru lasa ’omega’).

3.13. piemērs. Atgriezı-simies pie 3.7. un 3.8. vingrinājuma (ar izlabota-
jiem datiem). Ko un kā atbildēt uz jautājumu, kāda ir varbūtı-ba, ka nejauši
izraudzı-ts aptaujājamais prot angl,u (krievu, vācu) valodu?

Aprakstı-tajā izmēg‘ inājumā (skat. 3.7. piemēra sākumu) nekas neliecina,
ka mēs nevarētu lietot klasisko varbūtı-bas definı-ciju. Tādā gadı-jumā to parasti
arı- lieto. Ja izmanto jau agrāk ievestos apzı-mējumus, tad atbildes ir šādas:
P (A) = 0.5, P (V ) = 0.55 un P (K) = 0.4.

Lı-dzı-gi, P (A∩V ) = 0.2, P (A∩K) = 0.23, P (V ∩K) = 0.07, P (A∪K∪V ) =
0.94.

Cik liela ir varbūtı-ba, ka nejauši izraudzı-ts aptaujājamais prot vismaz angl,u
vai krievu valodu?

Var turpināt izmantot agrākos rezultātus, šoreiz to, ka N(A ∪ K) = 67.
Tad P (A∪K) = 0.67. Bet var sākt izmantot zināmās varbūtı-bu ı-pašı-bas. Pēc
P8

P (A ∪K) = P (A) + P (K)− P (A ∩K) = 0.5 + 0.4− 0.23 = 0.67.

Mēs redzam, ka vismaz šajā piemērā notikumu varbūtı-bas var aprēk, ināt
tieši pēc klasiskās definı-cijas, bet, kad vairākiem notikumiem tās jau zināmas,
var lietot varbūtı-bu ı-pašı-bas tieši tādā pat veidā, kā iepriekš tika lietotas
apjomu ı-pašı-bas. J

Lası-tājam var rasties iespaids, ka klasisko varbūtı-bu teorija nav nekas ı-paši
jauns, salı-dzinot ar pirms tam apspriesto notikumu apjomu rēk, ināšanu, kurai ir
kombinatorisks raksturs. Lielā mērā tas tā arı- ir. Tomēr jau ievadā mums bija
iespēja vērot, ka klasisko varbūtı-bu lietošana var dot neadekvātus rezultātus,
ja izmēg‘ inājumā sagaidāmie iznākumi pēc savas dabas nav vienlı-dz iespējami.
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Par izmēg‘ inājumiem, kuros iznākumiem var būt arı- citam no cita atšk, irı-gas
varbūtı-bas, būs runa nākamajā paragrāfā. Šo materiālu bez ı-pašām bažām var
arı- izlaist, vismaz pirmajā lası-jumā. Vienı-gi jāpatur prātā, ka visas desmit
ı-pašı-bas P1–P10, kā arı- vispārı-gais saskaitı-̌sanas likums un tā sekas paliek
spēkā un ir lietojamas arı- neklasiskā gadı-jumā.

3.5. Varbūtiski izmēg‘ inājumi

1. Ja izmēg‘ inājumā nevaram rēk, ināties ar simetriju vai citiem apsvēru-
miem, kuri l,auj secināt, ka visi tā iznākumi ir vienlı-dz varbūtı-gi, tad rodas tı-ri
praktiska problēma — kā zināt, kādas tad ir notikumu vai vismaz atsevǐsk,u
iznākumu ı-stās varbūtı-bas. Noskaidrot izmēg‘ inājumu iespējamo iznākumu
varbūtı-bas gan nav varbūtı-bu teorijas uzdevums: tā piedāvā metodes, kā iz-
rēk, ināt vienu notikumu varbūtı-bas, ja ir jau zināmas kādu citu, ar pirma-
jiem saistı-tu notikumu varbūtı-bas. Neielaižoties šeit tālākos prātojumos par
pieminēto problēmu, piezı-mēsim tikai divas lietas. Bieži vien vismaz aptuve-
nas varbūtı-bu vērtı-bas var noskaidrot eksperimentāli, daudzas reizes atkārto-
jot vienu un to pašu izmēg‘ inājumu, kā tas notika ievada nodal,ā piedāvātajos
uzdevumos. Ja n atkārtojumos notikums A parādı-jies k reizes, tad dal,skaitlis
k
n

var tikt izmantots kā tuvināta A varbūtı-ba; jo lielāks ir atkārtojumu skaits
n, jo tuvāks šis skaitlis ir ”ı-stajai” A varbūtı-bai. Šı- ideja ir t.s. statistiskās
varbūtı-bu definı-cijas pamatā.

Mēs sı-kāk iepazı-simies ar citu pan, ēmienu, kurš ir dabisks tad, ja mūs in-
teresējošais izmēg‘ inājums ir saistı-ts ar kādu ”klasisku” izmēg‘ inājumu (ir at-
vasināts no tā). Bet sāksim atkal ar piemēriem.

3.14. piemērs. Rikšošanas sacensı-bu favorı-ti ir trı-s zirgi Aleksandrs, Cē-
zars un Napoleons; pārējiem nav nekādu iespēju uzvarēt. Lietpratēji uzskata,
ka nosaukto zirgu izredzes uzvarēt ir proporcijā 3 : 2 : 1. Cik liela ir iespēja,
ka Cēzars neuzvarēs?

Šı-s sacensı-bas ir izmēg‘ inājums ar trim iespējamiem iznākumiem, kurus, at-
bilstoši pretendentu vārdu pirmajiem burtiem, apzı-mēsim ar ωa, ωc un ωn.
Spriedı-sim šādi: ja iznākuma ωn (ka uzvarēs Napoleons) varbūtı-bu P (ωn)
pien, em par p, tad jābūt P (ωa) = 3p un P (ωc) = 2p. Bet cik liels ir p?
Paturēsim prātā 1. nodal,as atzin,u, ka, lai būtu pamats salı-dzināt arı- pie
dažādiem izmēg‘ inājumiem piederošu notikumu varbūtı-bas, ir noderı-gi pien, emt,
ka visu iznākumu varbūtı-bu summa ikvienā izmēg‘ inājumā ir viena un tā pati,
proti, 1. Tad 3p+ 2p+ p = 1, no kurienes p = 1

6 .
Tā esam noskaidrojuši varbūtı-bas visiem trim iznākumiem. Nosakot varbū-

tı-bas neelementāriem notikumiem, izrādās lietderı-gi sekot jau klasisko varbū-
tı-bu gadı-jumā atklātajam faktam, ka notikuma varbūtı-bu var dabūt, saskaitot
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tam labvēlı-go iznākumu varbūtı-bas. Notikumam, ka Cēzars neuzvarēs (apzı--
mēsim to ar E), ir divi labvēlı-gi iznākumi — ωa un ωn. Tad jautātā varbūtı-ba
P (E) iznāk 5

6 . J

3.15. piemērs. Atcerēsimies, kā 1. nodal,ā atklājām, ka divu vienādu
spēl,u kaulin, u gadı-jumā iespējamajiem iznākumiem [i, j] nav vienādas varbū-
tı-bas. Tur redzējām, ka (un kāpēc) iznākumam [i, j] ar dažādiem i un j ir di-
vreiz lielāka iespēja parādı-ties, nekā iznākumam ar vienādiem i un j. Tālākais
risinājās tāpat, kā iepriekšējā piemērā: mēs vienojāmies, ka P ([i, i]) = 1

36 , bet
P ([i, j]) = 1

18 , kad i 6= j. J

2. Aplūkotie piemēri motivē šādas definı-cijas.

Varbūtisks izmēg‘ inājums ir izmēg‘ inājums, kurā katram iespējamam
iznākumam ωj ∈ Ω ir norādı-ts pozitı-vs skaitlis pj tā, ka p1 +p2 + · · ·+
pn = 1, kur n, kā parasti, ir iespējamo iznākumu (kopas Ω elementu)
skaits. Skaitli pj sauc par iznākuma ωj varbūtı-bu; apzı-mēsim to ar
P (ωj).

Pārvērtı-sim par definı-ciju arı- iepriekšējā (ceturtajā) paragrāfā atklāto notiku-
ma varbūtı-bas raksturojumu.

NOTIKUMA VARBŪT̄IBAS DEFIN̄ICIJA. Varbūtiskā eksperimentā
par notikuma varbūtı-bu sauc visu tam labvēlı-go iznākumu varbūtı-bu
summu. Ja notikums ir neiespējams (t.i., Λ), tad šo summu pien,em
vienādu ar 0.

Ja varbūtiskā eksperimentā izrādās ka visas norādı-tās varbūtı-bas pj ir
vienādas, tad katra no tām ir vienāda ar 1

n
, bet patval,ı-gam notikumam P (A) =

1
n
· N(A). Tā izrādās, ka klasiskās varbūtı-bas ir atsevǐsk, s gadı-jums — nevis

pretstats! — šeit aprakstı-tajai shēmai. Norunāsim, ka

klasisks izmēg‘inājums — tas ir tāds varbūtisks izmēg‘ inājums, kurā vi-
siem iznākumiem varbūtı-bas ir vienādas.

Dažkārt pat nešk, ir klasiskos izmēg‘ inājumus no kombinatoriskajiem izmēg‘ inā-
jumiem agrākajā nozı-mē (t.i., bez uzrādı-tām varbūtı-bām).

Apskatı-sim vēl vienu ilustrējošu piemēru varbūtiska izmēg‘ inājuma definı-ci-
jai.

3.16. piemērs. Metı-sim atkal divus spēl,u kaulin, us un pien, emsim, ka mūs
kā iespējamie iznākumi interesē tikai iespējamās uzkritušo punktu summas
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s = 2, 3, . . . , 12. Mums nav pamata sagaidı-t, ka, izmēg‘ inājumu daudzreiz at-
kārtojot, šı-s summas parādı-sies vienlı-dz bieži — to rāda 1. tabula 5. paragrāfā.
Bet ievērosim, ka mūsu šı-sreizes izmēg‘ inājuma iznākumi patiesı-bā ir notikumi
As, kuru klasiskās varbūtı-bas bija apkopotas 2. tabulā. Ir dabiski tās pašas
varbūtı-bas tagad pien, emt par šı-sreizes izmēg‘ inājuma iznākumu varbūtı-bām.
J

Šı- piemēra ideju var izklāstı-t vispārı-gā veidā šādi. Pien, emsim, ka mums ir
kāds varbūtisks izmēg‘ inājums α un ka A = {A1, A2, . . . , Am} ir pilna gadı-jumu
sistēma tajā. Lı-dz ar to ı-stenı-bā ir dots vēl viens varbūtisks izmēg‘ inājums β
ar iznākumu kopu A, kur par i-ā iznākuma Ai varbūtı-bu n, emta notikuma
Ai varbūtı-ba izmēg‘ inājumā α. Arı- par šo β teiksim, ka šis izmēg‘ inājums
atvasināts no α.

Nobeigsim ar savdabı-gu variāciju par 3.14. piemēru.

3.17. piemērs. Izskatı-sim no šı-s pozı-cijas vēlreiz piemēru par rikšošanas
sacensı-bām: ”atvasināsim” šo izmēg‘ inājumu no piemērota klasiska izmēg‘ inā-
juma. Iedomāsimies sacensı-bas, kurās sagadı-̌sanās dēl, piedalās trı-s zirgi Alek-
sandri, divi Cēzari un viens Napoleons, pie kam tie visi ir vienādi spēcı-gi un
tātad ar vienādām iespējām uzvarēt. Trı-s notikumi

A: uzvarējis zirgs vārdā Aleksandrs,

C: uzvarējis zirgs vārdā Cēzars,

N : uzvarējis zirgs vārdā Napoleons

veido šādā izmēg‘ inājumā pilnu gadı-jumu sistēmu. Izmēg‘ inājums ir klasisks,
tā ka šo notikumu varbūtı-bas ir attiecı-gi 1

2 , 1
3 un 1

6 . Tādejādi, iepriekšējais
izmēg‘ inājums ar trim zirgiem, kuriem ir dažādas izredzes, ir atvasināts nupat
apskatı-tā izmēg‘ inājuma, identificējot A ar ωa, C ar ωc un N ar ωn. J

3.8. vingrinājums. Paskaidrojiet, kāpēc ikviens tāds varbūtisks izmēg‘ i-
nājums, kurā visuiznākumu varbūtı-bas ir racionāli skaitl,i, ir atvasināms no
kāda klasiskaizmēg‘ inājuma. (Norādı-jums: Pien, emiet, ka minētās varbūtı-bas
ir parasta dal,skaitl,a formā, un pievediet šos dal,skaitl,us pie kopsaucēja.) J

3. Visas varbūtı-bu ı-pašı-bas P1–P10 un citi iepriekšējā paragrāfa 4. punkta
fakti saglabājas arı- neklasiskiem varbūtiskiem izmēg‘ inājumiem. Tas izriet no
iepriekšējā vingrinājuma apgalvojuma, ja visas varbūtı-bas ir racionāli skaitl,i.
Taču viss vajadzı-gais dabūjams arı- tieši — izmantojot varbūtı-bu definı-ciju.
Apskatı-sim piemērus
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N, emsim atkal P4. Ja B izriet no A, tad, kā jau zinām, A labvēlı-go iznā-
kumu kopa ΩA ir B labvēlı-go iznākumu kopas ΩB apakškopa. Pien, emsim, ka,
piem., ΩA = {ω1, ω2, ω3}, bet ΩB = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5}. Tad

P (B) = P (ω1) + P (ω2) + P (ω3) + P (ω4) + P (ω5) = P (A) + P (ω4) + P (ω5).

Abi pēdējie saskaitāmie, kā teikts varbūtiska izmēg‘ inājuma definı-cijā, ir pozi-
tı-vi skaitl,i, tāpēc P (A) < P (B). (Kad varētu iznākt vienādı-ba?)

N, emsim P7. Ja, piem., ΩA = {ω1, ω2, ω3, ω4}, bet ΩB = {ω1, ω2, ω5, ω6},
tad

ΩA∪B = {ω1, ω2, . . . , ω6}, ΩA∩B = {ω1, ω2}

un

P (A) = P (ω1) + P (ω2) + P (ω3) + P (ω4),
P (B) = P (ω1) + P (ω2) + P (ω5) + P (ω6),

P (A ∪B) = P (ω1) + P (ω2) + · · ·+ P (ω6) =
= (P (ω1) + P (ω2) + P (ω3) + P (ω4)) +

+(P (ω1) + P (ω2) + P (ω5) + P (ω6))− (P (ω1) + P (ω2)) =
= P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Lı-dzı-gi jāspriež arı- vispārı-gā gadı-jumā. Atstāsim citu ı-pašı-bu pārbaudi
neatlaidı-gākam lası-tājam.
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3.6. Uzdevumi

1. Saskatiet kādu izmēg‘ inājumu un norādiet tam piemērotu iespējamo iznā-
kumu kopu katrā no tālāk aprakstı-tajām situācijām. Vai visos gadı-jumos šı-s
kopas (un paša izmēg‘ inājuma) izvēle ir viennozı-mı-ga? Novērtējiet, kur to var
izdarı-t, vai jūsu paredzētie iznākumi visi ir vienlı-dz iespējami.

1. Tētis gudro, kurā mēnesı- nākošgad n, emt atval,inājumu.

2. Juris, Andris un Mārı-te spēlē riču-raču.

3. Organizācija, kas gatavojas veikt sabiedriskās domas aptauju par dažiem
jautājumiem, nolēmusi, ka tā anketās šk, iros respondentus (aptaujājamos)
pēc dzimuma un vecuma (jauns, vidēja vecuma, padzı-vojis).

4. Autofirma gatavojas izmēg‘ ināt jauna parauga automobı-li paaugstinātas
grūtı-bas apstākl,os, reg‘ istrējot lı-dz brı-dim, kad kāds svarı-gs automobı-l,a
mezgls kl,ūst nelietojams, nobrauktos kilometrus.

5. Kāda firma grib ievākt statistiku par meiten, u un zēnu skaitu trı-sbērnu
g‘ imenēs.

6. Kastı-tē ir 5 bumbin, as, kas sanumurētas ar skaitl,iem no 1 lı-dz 5. Vispirms
tiek izraudzı-ta bumbin, a ar nepāra numuru, pēc tam meklē kādu ar pāra
numuru.

7. Monētu met tik ilgi, kamēr uzkrı-t cipars, bet ne vairāk kā 10 reizes.

8. 10.A klase un 11.B klase skolas turnı-rā spēlē futbola maču.

2. Šai uzdevumā izrakstiet katra izmēg‘ inājuma iespējamos iznākumus, kā arı-

labvēlı-gos iznākumus katram no norādı-tajiem notikumiem.

1. Monētu met, lı-dz divreiz uzkrı-t cipars, bet ne vairāk kā piecas reizes.

A: Monēta mesta tieši divas reizes,

B: Monēta mesta tieši trı-sreiz,

C: Jau pirmajā metienā bijis cipars,

D: Monēta mesta visas piecas reizes, bet cipars bijis tikai vienreiz.

2. Pieci draugi (Aina, Bruno, Centis, Dina, Evija) ieguvuši divas bil,etes uz
operu, un ir jāizlemj, kuri divi ies.

K: Aina ies uz operu,
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L: Bruno un Centis abi uz operu neies,

M : ne Dina, ne Evija neies.

Atbildes: 1. Ω = {cc, g‘cc, cg‘c, g‘g‘cc, g‘cg‘c, cg‘g‘c, g‘g‘g‘cc, g‘g‘cg‘c, g‘cg‘g‘c,
cg‘g‘g‘c, g‘g‘g‘g‘c, g‘g‘g‘cg‘ , g‘g‘cg‘g‘ , g‘cg‘g‘g‘ , cg‘g‘g‘g‘ , g‘g‘g‘g‘g‘}.

2. Ω = {[A,B], [A,C], [A,D], [A,E], [B,C], [B,D], [B,E], [C,D], [C,E],
[D,E]}.

3. Kuri no minētajiem notikumiem ir savstarpēji savienojami, kuri nesavieno-
jami katrā no izmēg‘ inājumiem? Kurš notikums no kura izriet? Atbildes pa-
matojiet.

1. Divas reizes met monētu un reg‘ istrē uzkritumus.

A: pirmoreiz uzkritis cipars,

B: otroreiz uzkritis cipars,

C: abas reizes uzkritis g‘erbonis,

D: vismaz vienreiz bijis g‘erbonis,

E: ne vairāk kā vienu reizi bijis cipars.

2. No pacin, as izn, em divas kārtis.

A: abas kārtis ir melnas,

B: starp tām ir dūzis,

C: gadı-jusies tieši viena dāma,

D: tās ir erca dāma un pı-k,a dūzis,

E: viena no kārtı-m ir kreica vai pı-k,a dāma,

F : neviena no tām nav pı-k, is.

3. Divreiz šauj mērk, ı-.

A: nav neviena trāpı-juma,

B: ir viens trāpı-jums,

C: ir divi trāpı-jumi,

D: ir vismaz viens trāpı-jums,

E: vismaz vienreiz nav trāpı-ts.

Kas mainās vērtējumos, ja mērk, ı- šauts trı-sreiz?

62



Atbildes: 1. Nesavienojami ir B un C, C un D, C un E. No C izriet D
un E, bet D un E izriet viens no otra (ir viens un tas pats notikums).

2. Nesavienojami ir A un D, A un C, B un C, D un E, D un F , E un F .
No D izriet B un C.

3. Divreiz šaujot: savienojami ir A un E, B un D, B un E, C un D, D un
E; izriet E no A, D no B, E no B, D no C. Trı-sreiz šaujot: tas pats, bet vēl
C savienojams ar E, un no C izriet E.

4. Divas reizes met monētu. Ar A, B un C apzı-mēti notikumi, ka pir-
majā reizē uzkritis g‘erbonis, ka otrajā reizē uzkritis g‘erbonis, abas reizes
monēta uzkritusi ar vienu un to pašu pusi uz augšu.

1. Ko nozı-mē notikumi A∩B, A∩C, A∪B, A∪C, B−A, C −B, B−C,
Ā, C̄, (A−B) ∪ (B − A)?

2. Pien, emot, ka monēta pareiza, aprēk, ināt šo notikumu varbūtı-bas.

Atbildes: 1. Abas reizes g‘ ; abas reizes g‘ ; vismaz vienreiz g‘ ; vai nu
pirmoreiz g‘ , vai arı- abas reizes c; pirmoreiz c, bet otrreiz g‘ ; abas reizes c;
pirmoreiz c, bet otrreiz g‘ ; pirmoreiz c; vienreiz g‘ un vienreiz c; tieši vienreiz
g‘ (t.i, tas pats kas iepriekšējā gadı-jumā).

2. 1
4 ,

1
4 ,

3
4 ,

3
4 ,

1
4 ,

1
4 ,

1
4 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2 .

5. Krustmāte apsolı-jusi Aijai atsūtı-t pašas adı-tu džemperi, tiklı-dz iestāsies
auksts laiks. Varbūtı-ba, ka džemperis būs nepareiza izmēra, ir 0,47, ka tas
būs nejaukā krāsā — 0,59, bet ka būs abas nelaimes reizē — 0,31. Atrodiet
varbūtı-bas tam, ka džemperis būs

(a) piemērotas krāsas, bet nepareiza izmēra,

(b) otrādi — pareiza izmēra, bet nejaukā krāsā,

(c) piemērotas krāsas un pareiza izmēra,

(d) pareiza izmēra vai piemērotā krāsā,

(e) pareiza izmēra vai nepiemērotā krāsā.

Atbildes: (a) 0,16, (b) 0,28, (c) 0,25, (d) 0,69, (e) 0,84.
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6. Varbūtı-ba, ka skrējienā uzvarēs Jānis, ir 1
2 , ka Pēteris — 1

3 ; vēl uzvarēt
varētu vienı-gi Juris.

1. Kādu jūs te saskatāt izmēg‘ inājumu (ar kādiem iznākumiem)?

2. Kāda varbūtı-ba, ka Juris uzvarēs?

3. Atrodiet šai izmēg‘ inājumā divus dažādus notikumus, kuriem vienāda
varbūtı-ba.

Atbildes pamatojiet.

7. Mākslas koledžas students ir norūpējies par priekšā stāvošajiem eksāme-
niem angl,u valodā un mākslas vēsturē. Pēc vin, a domām, varbūtı-ba nolikt
eksāmenu angl,u valodā ir 0,4, varbūtı-ba nolikt kaut vienu eksāmenu — 0,6,
bet varbūtı-ba nolikt abus — tikai 0,1. Kāda ir varbūtı-ba, ka vin, š nokārtos
mākslas vēstures eksāmenu? nenokārtos nevienu? Nokārtos tieši vienu?

Atbildes: 0,2, 0,4, 0,5.

8. Jānis piedāvā, vin, aprāt, godı-gas derı-bas ar 3 : 1, ka notiks notikums A,
un ar 2 : 1, ka notiks B (tas nozı-mē, ka Jān, a vērtējumā izredzes notikumam
A notikt ir trı-s reizes mazākas, bet notikumam B — divas reizes mazākas
nekā nenotikt). Vin, š zina, ka A un B nevar atgadı-ties vienlaikus. Kādas,
Jān, aprāt, ir A un B varbūtı-bas? Ar kādu nosacı-jumu Jānim vajadzētu pien, emt
godı-gas derı-bas, ka notiks viens vai otrs no šiem notikumiem?

Atbilde: P (A) = 1
4 , P (B) = 1

3 , 5 : 7.

9. Kādā g‘ imnāzijā ir 500 skolēnu. Ir zināms, ka no tiem

300 mācās angl,u valodu,
200 mācās vācu valodu,
50 mācās franču valodu,
20 mācās franču un angl,u valodu,
30 mācās vācu un franču valodu,
20 mācās vācu un angl,u valodu,
10 mācās visas trı-s valodas.

(a) Vai ir kāds, kurš nemācās nevienu no šı-m valodām?

(b) Cik ir tādu, kas mācās tieši divas valodas?

(c) Kāda ir varbūtı-ba katrai no trim valodām, ka uz labu laimi izvēlēts
g‘ imnāzists šo valodu nemācās?
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(d) Kāda ir varbūtı-ba, ka vin, š mācās tieši vienu valodu?

Atbildes: (a) jā; (b) 40; (c) P (Ā) = 0.4, P (F̄ ) = 0.9, P (V̄ ) = 0.6; (d)
0.9.

10. Eksāmenā ir 15 vieglas un 10 grūtas bil,etes. Jānis n, em bil,eti pirmais,
Pēteris — pēc vin, a.

(a) Kāda ir varbūtı-ba, ka Jānim būs viegla bil,ete?

(b) Jānis ir dabūjis vieglu bil,eti. Kāda ir varbūtı-ba, ka arı- Pēterim tiks viegla
bil,ete?

(c) Pēterim ir viegla bil,ete. Kāda ir varbūtı-ba, ka tāda bijusi arı- Jānim?

(d) Kāda ir varbūtı-ba, ka Jānim un Pēterim abiem vieglas bil,etes?

(e) Kad uz eksāmenu atnāk Juris, palikusi tikai viena bil,ete. Kāda ir varbū-
tı-ba, ka tā būs viegla?

Atbildes: (a) 15
25 , (b) 14

24 , (c) 14
24 , (d) 7

20 , (e) 15
25 .

11. Nākošajā dienā tāds pats eksāmens ir paralēlklasē. Nevienam nemanot,
pirms eksāmena caurvēǰs vienu bil,eti ir nopūtis uz grı-das.

(a) Kāda ir varbūtı-ba, ka pazudusı- bil,ete ir viegla?

(b) Kāda šoreiz ir varbūtı-ba, ka pirmā no atlikušajām bil,etēm pan, emtā būs
viegla?

(c) Izrādās, ka pirmā pan, emtā bil,ete tiešām ir viegla. Kāda tagad ir varbū-
tı-ba, ka viegla ir arı- pazudusı-?

Atbildes: (a) 15
25 , (b) 15

25 , (c) 14
24 .

12. Pie sešām standarta detal,ām piejaukušās četras brāk, ētas. Montieris
pan, ēma četras no šı-m desmit detal,ām. Cik liela ir varbūtı-ba, ka tās visas
atbilt standartam?

Atbilde:
C4

6
C4

10
jeb 1

14 .
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A pielikums: Formulu kopsavilkums

K1: C0
n = A0

n = C̄0
n = Ā0

n = 0,

K2: C0
n = A1

n = C̄1
n = Ā1

n = 1,

K3: Ārn = nr,

K4: Arn = n(n− 1) · · · (n− r + 1) = n!
(n− r)! ,

K5: Pn = Ann,

K6: Pn = n(n− 1) · · · 1 = n!,

K7: Pn = ArnPn−r,

K8: Arn = Pn
Pn−r

,

K9: Arn = Cr
nPr,

K10: Cr
n = Arn

Pr
= Pn
PrPn−r

,

K11: Cr
n = n!

r!(n− r)! ,

K12: Cr
n = Cn−r

n ,

K13: C̄r
n = C̄n−1

r+1 ,

K14: Cr
n = C̄n−r

r+1 ,

K15: C̄r
n = Cr

n+r−1 = Cn−1
n+r−1,

K16: C̄r
n = (n+ r − 1)!

r!(n− 1)! ,

K17: P (r1, r2, . . . , rn) = Cr1
r C

r2
r−r1C

r3
r−r1−r2 · · ·C

rn
r−r1−r2−···−rn−1 ,

K18: Pr = P (r1, r2, . . . , rn)Pr1Pr2 · · ·Prn ,

K19: P (r1, r2, . . . , rn) = Pr
Pr1Pr2 · · ·Prn

= r!
r1!r2! · · · rn! ,

K20: Cr
n+1 = Cr−1

n + Cr
n,

K21:
∑n
i=0C

i
n = 2n,

K22:
∑n
i=0(−1)iCi

n = 0,
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K23:
∑n
i=0C

i
nĀ

i
kĀ

n−i
l = Ānk+l.

BINOMIĀLĀ TEORĒMA. Jebkuram naturālam n,

(x+ y)n =
n∑
i=0

Ci
nx

iyn−i.

TEORĒMA PAR APAKŠKOPU SKAITU. Kopai, kurai ir n elementu,
ir 2n apakškopu.

N1: 0 ≤ N(A) ≤ n,

N2: N(A) = 0 t.t.t., ja A = Λ,

N3: N(A) = n t.t.t., ja A = V,

N4: ja no A izriet B, tad N(A) ≤ N(B),

N5: ja A un B ir savienojami, tad N(A) +N(B) ≤ n,

N6: A un B nav savienojami B t.t.t., ja N(A ∩B) = 0,

N7: N(A ∪B) = N(A) +N(B)−N(A ∩B),

N8: ja A un B nav savienojami, tad N(A+B) = N(A) +N(B),

N9: N(A−B) = N(A)−N(A ∩B),

N10: N(Ā) = n−N(A).

VISPĀR̄IGAIS APJOMU SASKAIT̄IŠANAS LIKUMS: Ja notikums A
ir sadalāms gadı-jumos A1, A2, . . . , Am, tad N(A) = N(A1)+N(A2)+
· · ·+N(Am).

P1: 0 ≤ P (A) ≤ 1,

P2: P (A) = 0 t.t.t., ja A = Λ,

P3: P (A) = 1 t.t.t., ja A = V,

P4: ja no A izriet B, tad P (A) ≤ P (B),

P5: ja A un B ir savienojami, tad P (A) + P (B) ≤ 1,

P6: A un B nav savienojami t.t.t., ja P (A ∩B) = 0,

P7: P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B),

67



P8: ja A un B nav savienojami, tad P (A+B) = P (A) + P (B),

P9: P (A−B) = P (A)− P (A ∩B),

P10: P (Ā) = 1− P (A).

VISPĀR̄IGAIS VARBŪT̄IBU SASKAIT̄IŠANAS LIKUMS: Ja notikums
A ir sadalāms gadı-jumos A1, A2, . . . , Am, tad P (A) = P (A1)+P (A2)+
· · ·+ P (Am).
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B pielikums: Par kādu uzzin,u materiālu

Labi pazı-stamā triju autoru uzdevumu krājuma

D. Krik, is, P. Zarin, š, V. Ziobrovskis, Diferencēti uzdevumi matemātikā,

kura trešais izdevums 1996. gadā iznācis apgādā Zvaigzne ABC , pirmās dal,as
pirmajā pusē atrodami uzdevumi algebrā un analı-zes elementos, tai skaitā —
par kombinatoriku un varbūtı-bu teoriju. Šı-s pašas grāmatas otrajā pusē (10.
nodal,ā) rodams attiecı-gs uzzin, as materiāls teorijā. Vairāki tur sniegtie for-
mulējumi ir lasāmi un lietojami ar zināmu piesardzı-bu, un par tiem sniegsim
dažus komentārus (katrreiz citējot attiecı-go tekstu), kas l,autu izvairı-ties no
pārpratumiem vai pat nepareizı-bām. Šie komentāri adresēti vispirms skolotā-
jam, kurš minēto uzzin, as materiālu varbūt gribētu izmantot klasē.

1. Dažādas kādu priekšmetu grupas (galı-gas kopas), kas cita no citas atšk, iras
vai nu ar priekšmetu secı-bu, vai arı- ar pašiem priekšmetiem, sauc par savieno-
jumiem jeb izlasēm.

Izšk, ir šādus savienojumu veidus: permutācijas, variācijas, kombinācijas.

1. Šı- definı-cija nav piemērojama izlasēm ar atkārtojumiem, kuras parādās
gan uzdevumos, gan arı- tālāk uzzin, ās.

2. Pie pirmā teikuma var rasties jautājums, vai ar grupām un galı-gām
kopām domāti vieni un tie paši veidojumi, kas tiek raksturoti ar dažādiem
vārdiem, lai raisı-tu piemērotas asociācijas. Bet varbūt gribēts pateikt,
ka daži no savienojumiem ir grupas, bet citi — galı-gas kopas? Jeb vai
piezı-me iekavās paskaidro, kas domāts ar mazāk skaidru vārdu ’grupas’?

3. ”. . . vai nu ar priekšmetu secı-bu, vai arı- ar pašiem priekšmetiem . . .”.
Lietotais saiklis vai nu – vai mudina domāt, ka ja divas grupas atšk, iras
gan ar vienu, gan ar otru, tad tās nav izlases. Ja kāds sadomās salı-dzināt
vienu kombināciju no 5 pa 3 un vienu variāciju no 4 pa 2 — ko lai
vin, š secina?

4. Kopumā definı-cija liek domāt, ka izlases nevar apskatı-t un atpazı-t pa
vienai, bez salı-dzināšanas ar ar citām. Bet kāda jēdziena labai, skaidrai,
klasiskas uzbūves definı-cijai būtu jānorāda t.s. dzimtes pazı-me (šeit tā ir
— grupas) un t.s. sugas atšk, irı-ba, pēc kuras par katru atsevǐsk,u objektu
ar dzimtes pazı-mi varētu noteikt, vai tas pieder definējamam jēdzienam,
vai nē (tās šeit trūkst).
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Kā tad rı-koties? Šı- mācı-bu lı-dzekl,a autors praksē pārliecinājies, ka ir vērts
sekot tiem, kuri nevis cenšas dot visaptverošu izlases definı-ciju (ar kādu skolēnam
pazı-stamu vienkāršāku, bet skaidru jēzienu starpniecı-bu to lai izdara?), bet
tai vietā paskaidro, kā izlases rodas, kad izdara atkārtotas izvēles. Ar to
pietiek, lai varētu uzdevumos atpazı-t tā vai cita veida izlases, un arı- lai par
tām pierādı-tu vienkāršākos faktus. Arı- pats termins ’izlase’ tad ir izteiksmı--
gāks. (Starp citu, literatūrā ir redzama arı- tradı-cija pieskaitı-t savienojumiem
bez izlasēm arı- dažu veidu izvietojumus.)

2. n elementu pamatkopas sakārtotas k-izlases bez atkārtojumiem (k < n)
sauc par variācijām bez atkārtojumiem no n elementiem pa k elementiem.

1. Šeit, un arı- tālāk kombināciju definı-cijā, jau pieteikta iespēja, ka izlase
varētu būt arı- ar atkārtojumiem. Bet izlases jēdziena definı-cijā par
atkārtošanos nekādu mājienu nav.

2. Būtu jāpatur prātā, ka literatūrā gandrı-z nekur neizslēdz robežgadı-jumu
k = n un lı-dz ar to l,auj permutācijām būt ı-paša veida variācijām (tāpat
kā kvadrāti ir ı-paša veida taisnstūri). Tā darı-ts arı- šai mācı-bu lı-dzeklı-.

3. Dažu kombinatorisku uzdevumu klasifikācijas un atrisināšanas shēma pa-
rādı-ta 38. zı-mējumā.

1. 38. zı-mējums, kuru šeit neatkārtosim, ir mazliet nekritiski pārpublicēts
no citas grāmatas, un bez tur palikušajiem paskaidrojumiem nav ı-sti
saprotams, ko ar to iesākt. Zı-mējumā saglabājušies arı- nepaskaidroti
simboli P k

n un Pn,k.

2. Nav norādes, kādiem uzdevumiem šı- shēma derı-ga un, galvenais, kad to
nevajag mēg‘ ināt lietot.

Ja šo zı-mējumu izmanto, tad jāievēro, ka tas piemērojams vienı-gi vien-
kāršiem uzdevumiem, kuros vaicāts pēc tādu vai citādu izlašu skaita un
tātad atbilde aprakstāma ar vienu pamatskaitli.

4. Zem zı-mējuma ir ı-pašı-ba 3. Cm
n + Cm+1

n = Cm+1
n+1 (0 < m < n).

Šı- sakarı-ba spēkā arı- ar m = 0, un bez šı- robežgadı-juma zemāk attēloto
Paskāla trijstūri nevar satādı-t.
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5. Varbūtı-bu teorijā izšk, ir šāda veida notikumus: a) gadı-juma notikumi; b)
nenovēršami notikumi; c) neiespējami notikumi; d) elementāri notikumi.

Šis pazin, ojums liek domāt, ka bez gadı-juma, nenovēršamiem un neiespē-
jamiem notikumiem ir vēl kādi, un tie tad ir tie elementārie. Patiesı-bā te
d) ir svešk, ermenis, kurš nojauc t.s. iedalı-juma bāzi un lı-dz ar to padara
lietas mazāk saprotamas. (Salı-dzinājumam cits pazin, ojums: govis mēdz
būt lielas, mazas, vidēji lielas un ālavas.)

Turklāt pārpratumus var veicināt arı- tas, ka (kā izriet no tālākās definı-ci-
jas 7. punktā) elementārı-ba ir relatı-va lieta: pat vienā izmēg‘ inājumā ele-
mentāro notikumu sistēmas var izraudzı-ties dažādi. Šai mācı-bu lı-dzeklı- iz-
turēts nedaudz citāds redzes viedoklis par izmēg‘ inājumiem, atbilstoši
kuram katrā izmēg‘ inājumā elementāro notikumu sistēma ir viennozı-mı-gi
noteikta.

6. Notikumu B sauc par neatkarı-gu no notikuma A, ja notikuma B re-
alizēšanās nav atkarı-ga no tā, vai notikums A ir realizējies.

1. Tātad uzzinām, ka (nedaudz noapal,ojot tekstu) B sauc par neatkarı-gu
no A, ja B realizēšanās nav atkarı-ga no A realizēšanās — t.i., ja B nav
atkarı-gs no A.

2. Šis teksts kā definı-cija varbūtı-bu teorijā ir pilnı-gi nederı-gs, jo satur vi-
sai dažādi iztulkojamu frāzi ’notikuma B realizēšanās, vēl otru ’nav
atkarı-ga’, un turklāt tajā nav nekā no varbūtı-bām. Kaut ko varētu glābt,
ja vārda ’realizēšanās’ vietā rakstı-tu ’realizēšanās varbūtı-ba’, bet arı- tad
teikuma beigu dal,a ir maldinoša: tur taču jāpasaka, ka P (B|A) = P (B),
nevis ka P (B|A) = P (B|Ā).

Ko darı-t? Saukt B par neatkarı-gu no A, ja ir spēkā pirmā no tikko rakstı-tajām
vienādı-bām.

7. DARBĪBU AR VARBŪTĪBĀM 3. punktā teikts, ka atkarı-gu notikumu
A un B reizinājuma varbūtı-bu dod formula P (A ∩B) = P (A) · P (B|A).

Šo formulu pārāk bieži sauc par varbūtı-bu reizināšanas formulu atkarı--
giem notikumiem. Tad rodas nevajadzı-gs akcents uz atkarı-bu, bet for-
mula ir derı-ga jebkuriem, arı- neatkarı-giem notikumiem. Uzsvaram va-
jadzētu būt tādam, ka atkarı-giem notikumiem varbūtı-bu nevar rēk, ināt
pēc 2. punktā dotās ı-sās formulas P (A∩B) = P (A)·P (B). (Mēs taču ne-
saucam formulu 1

2bc sinα par laukuma aprēk, ināšanas formulu slı-plen, k,u
trijstūriem: mēs sakām, ka tās speciālgadı-jums 1

2bc ir formula taisnlen, k,a
trijstūriem.)
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8. Turpat 4. punktā teikts, ka savienojamu notikumu A un B summas
varbūtı-bu dod formula P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) (grāmatā ir
drukas kl,ūda: A ∩B vietā tur ir A|B).

Tieši tāpat šo formulu pārāk bieži sauc par varbūtı-bu saskaitı-̌sanas for-
mulu savienojamiem notikumiem, kaut gan tā tikpat labi der nesavieno-
jamiem, kad taču P (A ∩B) = 0.
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